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1. Einf�hrung

Man mag dar�ber streiten, ob man einer chemischen
Fachdisziplin grobes Unrecht antut, wenn man ihr selbstge-
w�hltes Motto allzu w�rtlich nimmt, aber vermutlich erlaubt
das stolze perenne nil nisi solidum („nichts ist unverg�ng-
lich, es sei denn, es ist fest“) der deutschen Festk�rperchemie
doch eine ebenso pr�gnante Einsch�tzung ebendieser Wis-
senschaft. Auf Dauer hat also nur das Feste wirklichen Be-
stand, und diese Best�ndigkeit fester Stoffe, ihre praktisch
nicht vorhandene Fl�chtigkeit, ihr regelm�ßiger Aufbau und
ihre zumindest bei Raumtemperatur kaum vorhandene Re-
aktivit�t – Ausnahmen best�tigen die Regel – sind zweifels-
ohne Attribute, die manch Außenstehender unmittelbar mit
der Festk�rperchemie assoziiert.[1–4] Nun trifft es zweifelsoh-
ne zu, daß selbst zu Beginn des 21. Jahrhunderts weite Be-
reiche dieser Disziplin geradezu selbstverst�ndlich noch in
erster Linie mit pr�parativen und kristallographischen Pro-
blemen besch�ftigt sind, und dies mit zum Teil aufsehener-
regenden Erfolgen. Immer neue Klassen von neuartigen (z. B.
intermetallischen, stickstoffbasierten, nanostrukturierten
usw.) Feststoffen mit phantastischen physikalischen Eigen-
schaften (Magnetika, Leuchtstoffe, Katalysatoren, Supralei-
ter usw.) werden berichtet,[5] und moderne quantenchemische
– in der Regel noch immer „statische“ – Rechnungen erlau-
ben anschließend tiefgehende Einblicke in Struktur und
Bindung dieser Substanzen.

Auf der anderen Seite f�llt auf, wie selbst heute noch
wichtige Fragen nach der Dynamik fester Stoffe, ihrer che-
mischen Reaktivit�t und ihrer Reaktionsmechanismen nicht
die w�nschenswerte Aufmerksamkeit erfahren, obschon �ber

die fundamentale Bedeutung thermodynamischer Gr�ßen in
der Festk�rperchemie – handelt es sich um eine stabile oder
instabile Verbindung? – nicht der geringste Zweifel besteht.
Bereits im Jahre 1926 ver�ffentlichte Tammann in genau
dieser Zeitschrift, damals noch mit Zeitschrift f�r Angewandte
Chemie betitelt, einen ersten gewichtigen Beitrag zur Reak-
tivit�t fester Stoffe,[6] und die nach ihm benannte Regel er-
laubt es bekanntlich, die Temperatur von Fest-fest-Reaktio-
nen in bezug auf die Schmelz- oder Zersetzungstemperatur
der leichter „fl�chtigen“ Komponente zumindest halbquan-
titativ vorherzusagen. Naturgem�ß spielt die Temperatur
auch in sp�teren festk�rperchemischen Monographien von
Hedvall,[7] Hauffe[8] und Schmalzried[9] eine herausragende
Rolle, und diese Betrachtungen waren entweder empirisch-
beobachtender Natur oder verwendeten rein klassische Mo-
delle. Es wird ein Ergebnis dieses Aufsatzes sein, daß zu
Anfang des 21. Jahrhunderts, genau 84 Jahre nach Tammann,
eine vollst�ndig nichtklassische Modellierung praktisch be-
liebig komplexer Feststoffe m�glich geworden ist, die f�r die
chemische Praxis einerseits gen�gend hohe Genauigkeit er-
laubt und andererseits wegen des quantenchemischen und
eben nicht mehr klassischen Ansatzes auch die „Stofflichkeit“
der behandelten Verbindungen zutreffend beschreibt.

F�r die Chemie selbst ist aber zun�chst etwas Beschei-
denheit angebracht: Interessanterweise wurde die Bedeutung
der Thermochemie in der benachbarten Disziplin der Me-
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tallforschung schon sehr fr�h erkannt,[10] und zwar aus gutem
Grund: Die große Anwendungsn�he dieser Wissenschaft, die
sich in der Notwendigkeit zur Aufstellung komplizierter in-
termetallischer Phasendiagramme, der rationalen Stahlher-
stellung, der thermochemischen Beschreibung von Schlacken,
der Hochtemperaturkorrosion sowie vieler anderer prakti-
scher Fragestellungen deutlich widerspiegelt, hat die Ent-
wicklung der quantitativen Thermochemie damit vermutlich
viel st�rker gepr�gt,[11] als es andere Disziplinen vermochten,
die Chemie eingeschlossen. Um also die quantitativen klas-
sischen Modellierungswerkzeuge der Thermochemie mit
modernen elektronentheoretischen Methoden zu verkn�p-
fen, ist zun�chst eine R�ckbesinnung auf ebendiese klassi-
schen Zug�nge vonn�ten.

2. Klassische Thermochemie

„The whole is simpler than the sum of its parts.“
(Josiah Willard Gibbs)

2.1. Thermodynamische Potentiale und Datenbanken

Seit den fundamentalen Arbeiten von Gibbs gegen Ende
des 19. Jahrhunderts[12] liegt praktisch der gesamte mathe-
matische Apparat zur quantitativen Beschreibung der klas-
sischen Thermochemie bereit. Die Gibbs-Energie (oder freie
Enthalpie) G stellt das „allgemeinste“ thermodynamische
Potential dar, das die Richtung spontaner Prozesse und ins-
besondere chemischer Reaktionen vorgibt; im Gleichge-
wichtszustand nimmt G ein Minimum an. Die Gibbs-Energie

wird oft in Form einer Legendre-Transformation aus der
Enthalpie H und der Entropie S bei der Temperatur T for-
muliert

G ¼ H�T S ð1Þ

doch ist die Schreibweise von G in Form von Maxwell-Rela-
tionen v�llig �quivalent und ebenfalls sehr gebr�uchlich:

dG ¼ V dp�S dT ð2Þ

Unter Einschluß von Druck p und Volumen V sowie der
Inneren Energie U und der Helmholtz-Energie A (manchmal
auch als F bezeichnet, das thermodynamische Potential f�r
konstantes Volumen) k�nnen alle nur denkbaren Maxwell-
Relationen nach dem praktischen Schema von Guggenheim
(siehe Abbildung 1) leicht hingeschrieben werden.[13] H�ngt
die Energie eines System zus�tzlich von �ußeren Feldern
(elektrisch, elektrochemisch, magnetisch usw.) ab, wird G
nat�rlich entsprechend erweitert.
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Abbildung 1. Guggenheim-Schema zum schnellen Aufstellen der Max-
well-Relationen zwischen den thermodynamischen Potentialen; die
Buchstabenreihenfolge l�ßt sich einfach mit dem hochgradig sinnfrei-
en Merkspruch „Schon unter Varus hatten alle praktischen Germanen
Taschenrechner“ im Ged�chtnis behalten.
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Im Computerzeitalter l�uft die numerische Beschreibung
eines thermodynamischen Systems aus beliebig vielen che-
misch reinen Komponenten nun darauf hinaus, den kleinsten
Wert der Gibbs-Energie unter Kenntnis s�mtlicher thermo-
dynamischer Einzelpotentiale mit Hilfe eines „G-Minimie-
rers“[11] zu ermitteln; eine reine Rechenaufgabe f�r einen
m�glichst schnellen Computer also. Hierzu speichert man aus
praktischen Gr�nden f�r jeden Stoff dessen Enthalpie H und
Entropie S als Summe aus einem Referenzterm (bei Stan-
dardbedingungen) und einem temperaturabh�ngigen Term
entsprechend

H ¼ Href þ
ZT

Tref

CpdT und S ¼ Sref þ
ZT

Tref

Cp

T
dT ð3Þ

ab, so daß die Gibbs-Energie anschließend nach der Gibbs-
Helmholtz-Gleichung [Gl. (1)] rechnerisch zusammengesetzt
wird. W�hrend man f�r Standardbedingungen den Wert von
Href bei Elementen in ihren stabilen Allotropen definitions-
gem�ß zu null setzt und den gemessenen Wert von Sref

zweckm�ßigerweise vertafelt, wird die temperaturabh�ngige
W�rmekapazit�t nach einem Vorschlag von Meyer und
Kelley[14] durch einen Polynomansatz ausgedr�ckt:

Cp ¼ c1 þ c2T þ c3T2 þ c4

T2 ð4Þ

Schließlich erh�lt man aus Enthalpie, Entropie und der
temperaturabh�ngigen W�rmekapazit�t den Ausdruck f�r die
Gibbs-Energie, der ebenso in Form eines polynomartigen
Ausdrucks gefaßt werden kann:

G ¼ A1 þA2T þA3T ln T þA4T2 þA5T3 þA6

T
ð5Þ

Praktischerweise werden die Koeffizienten Ai in G-Da-
tenbanken abgelegt. Ohne jeden Zweifel geh�ren diese digi-
talisierten Informationen zu den kostbarsten Sch�tzen unse-
rer technischen Zivilisation, und sie werden von ihren Be-
treibern – beispielsweise der SGTE (Scientific Group Ther-
modata Europe), einem Zusammenschluß europ�ischer und
nordamerikanischer Forschungsorganisationen – sorgf�ltig
gepflegt und laufend erweitert. Im Zusammenwirken mit
leistungsf�higer klassischer Software – etwa ChemSheet,
DICTRA, FactSage, GEMINI, Thermo-Calc u.a. – bilden sie
das R�ckgrat s�mtlicher mit thermochemischen Fragestel-
lungen befaßten Industriesparten (Energieerzeugung,
Chemie, Stahl usw.) und nat�rlich auch der zweckfreien
Grundlagenforschung[11] – ohne daß dies außerhalb mancher
Fachdisziplin gen�gend bekannt w�re.

Der unverschuldete „Sch�nheitsfehler“ obiger Herange-
hensweise besteht allerdings darin, daß die thermochemi-
schen Datenbanken f�r bislang unbekannte Stoffe trivialer-
weise gar keine Eintr�ge aufweisen; unbekannte Stoffe
wurden schlicht noch nie vermessen. Gleichfalls existieren
auch f�r oftmals gut bekannte Stoffe „weiße Flecken“ in den
Datenbanken, eben weil nicht jede Substanz unter allen
m�glichen Bedingungen thermochemisch vermessen wurde.
Selbstverst�ndlich ist Kochsalz eine Allerweltssubstanz, aber

welchen Wert weist beispielsweise seine Entropie bei 73 K
und einem Druck von 145 GPa auf? Selbst wenn es diesen
Wert g�be, wie s�he er bei einer Verdichtung um weitere
20 GPa aus? Wir wissen es nicht, zumindest nicht genau, denn
die Messung ist leider noch nicht erfolgt.

Der Reifegrad der voraussetzungsfreien Elektronen-
strukturtheorie erlaubt allerdings einen Zugriff auf solche
Daten, und zwar unter Verzicht auf die Messung, daf�r unter
R�ckgriff auf die Schr�dinger-Gleichung. Damit wird eine
ungeheure Erweiterung der Thermochemie auf noch v�llig
unbekannte chemische Systeme und gleichfalls auf meß-
technisch nahezu oder vollst�ndig unerreichbare Bedingun-
gen erreicht. Der Schl�ssel liegt in der rechentechnischen
Bew�ltigung der temperaturabh�ngigen W�rmekapazit�t, die
fast vollst�ndig auf atomare Bewegungen zur�ckgeht, und sie
wird im weiteren behandelt.

2.2. Temperaturabh�ngigkeit der W�rmekapazit�t

Der theoretisch Kundige erkennt vermutlich intuitiv, daß
die voraussetzungsfreie Berechnung thermochemischer
Gr�ßen f�r endliche Temperaturen eine enorme rechen-
technische Herausforderung sein sollte. Allerdings liefert
schon eine fl�chtige Betrachtung bereits ganz zu Anfang, daß
die energetischen Aspekte eine klare Aufteilung zwischen
Kern- und Elektronendynamik erlauben. Temperatur�nde-
rungen ber�hren praktisch allein die Kernbewegungen und
eben nicht die elektronische Struktur, denn elektronische
Energien (Elektronenvolt; 1 eV =̂ 11606 Kelvin) sind ver-
glichen mit thermischen (Kelvin; 300 K =̂ 26 meV =̂

2.5 kJmol�1) �ußerst groß; das Verh�ltnis liegt bei etwa zwei
Gr�ßenordnungen. Selbst f�r rot- oder weißgl�hende Fest-
stoffe befinden sich die Elektronen trotz der heftig schwin-
genden Atomr�mpfe also immer noch im elektronischen
Grundzustand, so daß die �blichen quantenchemischen Re-
chentechniken unver�ndert �bernommen werden k�nnen,
wenn man einmal von kleinen Korrekturtermen (wichtig
insbesondere bei Metallen, siehe Abschnitt 5) absieht. Es sind
genau diese gl�cklichen Zusammenh�nge, die noch vor Ent-
deckung der Quantenmechanik eine erste und rohe Ab-
sch�tzung der W�rmekapazit�t fester Stoffe erm�glichten:

Nach Dulong und Petit[15] schwingen bei Raumtemperatur
alle Atome in einem kristallinen Feststoff mit der Energie von
kB T in allen drei Raumrichtungen, so daß f�r die Innere
Energie U von einem Mol eines aus einer Atomsorte aufge-
bauten Kristalls gilt:

U ¼ 3 NA kB T ¼ 3 R T bzw:

CV ¼
@U
@T

� �
V
¼ 3 R � 25 J K�1 mol�1

ð6Þ

Zwar liegen sehr viele experimentelle W�rmekapazit�ten
bei konstantem Volumen tats�chlich in der Gr�ßenordnung
von diesen 25 J K�1 mol�1, allerdings f�llt CV f�r abnehmende
Temperaturen ziemlich schnell auf null ab. Dieser quanten-
mechanische Effekt wurde schon von Einstein qualitativ
richtig beschrieben,[16] und zwar unter der mehr oder weniger
plausiblen Annahme, daß s�mtliche Atome mit der gleichen
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Frequenz wE schwingen und die Energien dieser Schwingun-
gen entsprechend E = n�hwE gequantelt sind. Damit erh�lt
man sofort f�r die Innere Energie

UE ¼ 3NA�hwE

e�hwE=kBT � 1
ð7Þ

bzw. f�r die W�rmekapazit�t

CE
V ¼ 3Rx mit x ¼ 3

qE

T

� �2 eqE=2T

eqE=T � 1

� �2

ð8Þ

und der Einstein-Temperatur qE = �hwE/kB.
Eine Auftragung der Einsteinschen W�rmekapazit�t ele-

mentaren Kupfers mit kubisch-fl�chenzentrierter Struktur ist
in Abbildung 2 gezeigt. F�r hohe Temperaturen (T@ qE)

ergibt eine Reihenentwicklung sofort den Dulong-Petitschen
Wert von 3 R, und f�r tiefe Temperaturen findet man einen
exponentiellen Abfall, also entsprechend

x � qE

T

� �2 eqE=2T

eqE=T

� �2

¼ qE

T

� �2

e�qE=T ð9Þ

der vom tats�chlichen Verlauf aber deutlich abweicht.[19]

Debye hat schließlich erkannt,[20] daß im Feststoff nicht
alle Schwingungen die gleiche Frequenz w aufweisen. Zur
quantitativen Berechnung ist es vielmehr erforderlich, die
Zustandsdichte aller Schwingungszust�nde zu finden. Die in
vielen namhaften Lehrb�chern der Physikalischen
Chemie[21,22] behandelte Debye-Theorie liefert dann f�r die
W�rmekapazit�t bei konstantem Volumen

CD
V ¼ 3Rx mit x ¼ 3

T
qD

� �3ZqD
T

0

x4ex

ex � 1ð Þ2
dx ð10Þ

mit der Debye-Temperatur qD = �hwD/kB.

Auch diese N�herung f�r CV ist in Abbildung 2 aufgetra-
gen, und sie gibt tats�chlich den Verlauf der W�rmekapazit�t
bei tiefen Temperaturen (T 3-Gesetz[19]) halbquantitativ rich-
tig wieder, weil in der N�he des absoluten Nullpunkts nur
langwellige Schwingungen niedriger Energie angeregt sind.
Allerdings liegt dem Debyeschen Ansatz eine v�llig un-
strukturierte modellhafte Zustandsdichte zugrunde, die ein-
fach mit dem Quadrat der Schwingungsfrequenz anw�chst,
und diese N�herung trifft im allgemeinen eben nicht zu.
Abbildung 3 zeigt einen schematischen Vergleich dieser

Dichten der Schwingungszust�nde aus dem Einstein- und
dem Debye-Modell sowie, zum Vergleich, eine moderne
quantitative Berechnung auf quantenmechanischer Grund-
lage. Um also realistische und von Stoff zu Stoff unter-
schiedliche W�rmekapazit�ten[23] berechnen zu k�nnen, ist
die explizite Erfassung aller Schwingungszust�nde mit quan-
titativen theoretischen Verfahren jenseits der Modelle von
Einstein und Debye vonn�ten.

Gelingt eine solche voraussetzungsfreie (und nicht mo-
dellhafte) Berechnung der Schwingungszust�nde, so verlau-
fen die quantenchemisch berechnete und die experimentell
vermessene W�rmekapazit�t praktisch deckungsgleich, und
zwar �ber den gesamten Temperaturbereich; auch dies ist in
Abbildung 2 f�r den zugegebenermaßen sehr einfachen Fall
kubisch-raumzentrierten Kupfers gezeigt. Um die atomaren
Auslenkungen richtig erfassen zu k�nnen, sind noch weitere
�berlegungen vonn�ten, die in den n�chsten Abschnitten
ausf�hrlicher behandelt werden.

3. Temperaturabh�ngige atomare Auslenkungen

Trotz des grunds�tzlich translationsinvarianten Aufbaus
kristalliner Feststoffe findet man in kondensierter Materie
immer zwei Grenzf�lle f�r physikochemische Eigenschaften
vor, und zwar unabh�ngig davon, ob sie etwa den Grundzu-
stand oder auch verschiedene Anregungen ber�hren. Be-
kanntlich kann eine magnetische Eigenschaft beispielsweise
aus einem lokalen magnetischen Moment eines einzelnen im
Gitter eingebauten Atoms resultieren, aber oftmals liegen
auch delokalisierte magnetische Eigenschaften wie itineran-
ter Ferro-, Antiferro- und Ferrimagnetismus vor.[24] Gleich-

Abbildung 2. Dichtefunktionaltheoretisch (ebene Wellen, Pseudopoten-
tiale, GGA) berechnete W�rmekapazit�t von kubisch-fl�chenzentrier-
tem Kupfer bei konstantem Volumen (rot) als Funktion der Temperatur
und zum Vergleich experimentelle Werte nach Lit. [17,18] (blau) sowie
nach dem Debye- (gestrichelt) und Einstein-Modell (gepunktet).

Abbildung 3. Frequenzverteilung der Schwingungszust�nde von ku-
bisch-fl�chenzentriertem Kupfer nach dem Einstein- und Debye-Modell
sowie auf der Basis von voraussetzungsfreien Dichtefunktionalrech-
nungen.
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falls mag ein optisches Signal aus der elektronischen Anre-
gung eines einzelnen Atoms im Festk�rper entstammen, so
etwa in mit 4f-Atomen dotierten Leuchtstoffen,[25] aber die
Anregungen sind nat�rlich auch in Form eines kollektiven
bzw. sogar koh�renten Zustands denkbar, der den ganzen
Kristall �berstreicht, wie im klassischen Fall des Rubinla-
sers.[26] Und nat�rlich findet man den Antagonismus von
Lokalisierung und Delokalisierung auch bei atomaren Aus-
lenkungen, und deshalb bietet sich eine vereinfachte Unter-
teilung zur besseren �bersicht an.

3.1. Lokale Anregungen

Die Berechnung lokaler Anregungen von Atomen, Ionen
oder ganzen Molek�len hat wegen der Existenz von �ber-
gangszust�nden in der Chemie eine herausragende Bedeu-
tung, und zwar um so st�rker, je „kinetischer“ das zugrun-
deliegende chemische Problem ist. In diesem Zusammenhang
erinnern wir beispielsweise an die Erforschung katalytischer
Prozesse an Oberfl�chen[27] oder an atomare Diffusionspro-
zesse in Festk�rpern,[28] die im weiteren Verlauf eine ge-
wichtige Rolle spielen werden. Bekanntlich werden in jedem
kristallinen Festk�rper mit zunehmender Temperatur aus
Entropiegr�nden zwangsl�ufig Fehlstellen erzeugt, und damit
beginnen einzelne Atome als Funktion der verf�gbaren
Energie mit der Wanderung zwischen alternativen Atomla-
gen. Gl�cklicherweise sind quantenchemische Methoden
heutzutage in der Lage, den gesuchten �bergangszustand
oder auch Reaktionspfad zu bestimmen, allerdings mit un-
terschiedlicher Genauigkeit. Ist der Reaktionspfad auf ato-
marer Ebene bekannt, lassen sich auch die chemischen Pro-
zesse verstehen und gegebenenfalls optimieren.

Mittlerweile existieren verschiedene theoretische Zug�n-
ge, um lokale Anregungen zu berechnen,[29] doch wollen wir
uns hier aus Gr�nden der Pr�gnanz auf eine besonders er-
folgreiche Methode konzentrieren, n�mlich die des „ange-
zupften Gummibandes“ (nudged elastic band, NEB).[30] Der
Leser sei zugleich auf alternative Methoden zur Abtastung
der Energiehyperfl�che verwiesen, wie etwa die Metadyna-
mik (meta-dynamics),[31] das parallele Tempern (parallel
tempering)[32] oder auch die �bergangspfadsammlung (tran-
sition-path sampling).[33]

Sofern es darum geht, die Aktivierungsenergie f�r den
Diffusionsvorgang eines einzelnen Atoms theoretisch zu er-
mitteln, muß der minimale Energiepfad f�r diesen Diffusi-
onsvorgang gefunden werden, und dabei handelt es sich um
jenen Reaktionspfad, der Anfangs- und Endzustand auf dem
zueinander energetisch niedrigsten Weg verbindet. Mit an-
deren Worten liegen der Eduktzustand, der Produktzustand
und der �bergangszustand einer Reaktion oder eines Pro-
zesses auf ausgew�hlten Punkten der gleichen Hyperfl�che
der potentiellen Energie, und alle drei lassen sich mittels
Elektronenstrukturrechnungen erfassen, allerdings in unter-
schiedlicher Form: der thermodynamisch stabile Anfangs-
und Endzustand entsprechen den (absoluten bzw. regionalen)
Minima der Hyperfl�che, und reaktive Intermediate werden
als lokale Minima identifiziert. Der die Reaktionsgeschwin-
digkeit bestimmende �bergangszustand schließlich ist ein

Sattelpunkt erster Ordnung auf der Hyperfl�che (Abbil-
dung 4).

Ein Sattelpunkt erster Ordnung ist in einer Richtung ein
Maximum und in alle anderen Richtungen ein Minimum, so
daß zur Berechnung des �bergangszustands eine Methode

genutzt werden muß, die die Maximierung eines Freiheits-
grades und die gleichzeitige Minimierung aller anderen ge-
w�hrleistet; genau dies erm�glicht die NEB-Methode, denn
sie ist bei der Bestimmung des minimalen Energiepfades
zwischen Anfangs- und Endzustand sehr effizient. Um bei-
spielsweise den Reaktionspfad eines Diffusionsvorgangs zu
berechnen, werden eine Reihe von geometrischen „Schrit-
ten“ zwischen den (mehr oder weniger stabilen) Anfangs- und
Endzust�nden erzeugt, die sich meistens nur in der Position
des wandernden Atoms unterscheiden und die also die Dif-
fusion im Sinne des Wortes bildlich widerspiegeln. Die
strukturelle Optimierung jedes einzelnen Zwischenschrittes
auf der Basis der Schr�dinger-Gleichung verl�uft jedoch nicht
unabh�ngig voneinander, sondern unter Zuhilfenahme einer
k�nstlich eingef�gten Wechselwirkung („Feder“) zwischen
den Schritten. Auf diese Weise wird eine Art von „Gummi-
band“ imitiert, das schematisch in Abbildung 5 verdeutlicht
ist. Nun werden bei der energetischen Optimierung des
Bandes alle auf die einzelnen Zwischenschritte wirkenden
Kr�fte systematisch minimiert, so daß das Band letztendlich

Abbildung 4. Schematische Darstellung einer Hyperfl�che der potenti-
ellen Energie mit zwei Minima, zwei Maxima und einem Sattelpunkt
erster Ordnung.

Abbildung 5. Schematische Verdeutlichung von mit „Federn“ verkn�pf-
ten Zwischenschritten sowie der Kr�ftezerlegung in die senkrecht zum
elastischen Band wirkende reale Kraft Freal und die parallele Federkraft
FFeder.
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den minimalen Energiepfad beschreibt. Die Notwendigkeit
eines solchen zun�chst willk�rlich erscheinenden Gummi-
bandes ist leicht ersichtlich, denn man bedenke, daß eine
konventionelle Optimierung eines �bergangszustands zu
einer Relaxation entweder in den Anfangs- oder den End-
zustand f�hrt.

Die NEB-Methode ist insbesondere durch ihre Kraft-
projektion ausgezeichnet. Diese garantiert, daß die k�nstli-
chen Federkr�fte zwischen den Schritten nicht durch die
Optimierung des Bandes gest�rt werden und daß die Vertei-
lung der Zwischenschritte entlang des Pfades unbeeinflußt
bleibt. Man erreicht diese durchgehende Unabh�ngigkeit der
Federkr�fte hin zum minimalen Energiepfad dadurch, daß bei
jedem Optimierungsschritt an jedem Zwischenschritt eine
Tangente an das Band angelegt wird, die eine Aufteilung der
auf die Zwischenschritte wirkenden Kr�fte erm�glicht (siehe
Abbildung 5). Parallel zur Tangente wirkt die Federkraft, die
den Abstand zwischen den Schritten kontrolliert, und senk-
recht dazu die eigentliche potentielle Kraft, die minimiert
werden soll. Die Gesamtkraft, die auf einen Zwischenschritt
wirkt, setzt sich also aus der Summe der Federkraft entlang
der Tangente und der potentiellen Kraft senkrecht zu dieser
zusammen.

3.2. Kollektive Anregungen: Phononen

F�r kollektive Anregungen m�ssen wir erheblich weiter
ausholen: Bekanntlich f�hren die in Kristallen vorhandenen
Atome bei thermischer Anregung verschiedene kollektive
Schwingungen bzw. Gitterschwingungen aus. Aufgrund der
quantenmechanischen Gesetze sind die Energien der Gitter-
schwingungen entsprechend

En ¼ ðnþ 1=2Þ�hw ð11Þ

gequantelt, und die Nullpunktsenergie 1=2�hw ist selbst beim
absoluten Nullpunkt durchweg vorhanden. Das entspre-
chende Quasiteilchen der kollektiven Schwingung wird in der
Physik als Phonon bezeichnet. Die Ausbreitung eines Pho-
nons erfolgt entlang des Wellenvektors k mit dem Betrag k =

2p/l, wobei l f�r die Wellenl�nge des Phonons steht.
In v�lliger Analogie zum Fall ausgedehnter elektronischer

Zust�nde – die elektronische „Bandstruktur“[34] – erzwingt
die Translationsinvarianz eines Feststoffs auch f�r die pho-
nonischen Energien eine ausgepr�gte Dispersionsbeziehung,
die als Phononenbandstruktur am einfachsten f�r Modell-
systeme verstanden werden kann. Wir stellen uns dazu eine
eindimensionale und unendlich lange Kette aus Wasserstoff-
atomen – die Drosophila der Quantenchemie des festen Zu-
stands – vor, die als Funktion ihrer chemischen Bindung und
der zugrundeliegenden elektronischen Struktur erneut mit
einer „Feder“ der Federkonstante f verbunden sind; dieses
Modell ist in Abbildung 6 (oben) gezeigt. Nat�rlich spiegelt
die „Feder“ die Summe aller quantenchemischen Bindungs-
kr�fte wider.

F�r ein H-Atom pro Elementarzelle mit dem Gitterpa-
rameter a ergibt die in allen grundlegenden Lehrb�chern der
Festk�rperphysik[35, 36] durchexerzierte analytische Rechnung

eine Phononenfrequenz w, die vom Wellenvektor k und der
atomaren Masse M abh�ngt

w ¼
ffiffiffiffiffi
4f
M

r
sin

1
2

ka

����
���� ð12Þ

und die Auftragung von w als Funktion von k liefert die in
Abbildung 6 (unten) dargestellte Phononenbandstruktur.
Wegen des eindimensionalen Problems haben wir zugunsten
einfacherer Lesbarkeit bereits auf die vektorielle Schreib-
weise verzichtet.

Am Zonenzentrum G (k = 0) ist ein H-Atom mit s�mtli-
chen Nachbaratomen in Phase, so daß der H-H-Abstand
durchg�ngig a betr�gt; keine Feder wird gestaucht oder ge-
dehnt, und die Frequenz und somit die Energie sind ebenso
gleich null; die gesamte H-Kette aus Abbildung 6 (oben)
bewegt sich konzertiert in eine Richtung. F�r kleine Wel-
lenvektoren k nimmt w praktisch linear zu und weicht erst in
der N�he des Zonenrandes X (k = p/a) merklich vom linearen
Verlauf ab, um schließlich am X-Punkt waagerecht einzu-
laufen. Genau hier also betr�gt die Phononengeschwindigkeit
v = dw/dk exakt null, so daß eine „stehende“ Welle mit der
Frequenz

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4f=M

p
vorliegt. F�r eine analoge eindimensionale

Kette aus Lithiumatomen mit gleicher Federkonstante f�r die
Li-Li-Bindung w�re die Frequenz daher um den Faktor

ffiffiffi
7
p

,
der Wurzel aus dem Verh�ltnis der Atommassen von Li zu H,
kleiner. In ebenso v�lliger Analogie zu elektronischen
Bandstrukturen weist auch die Phononenbandstruktur eine
Periodizit�t mit 2p/a auf, so daß es v�llig ausreicht, diese auf
den Bereich der ersten Brillouin-Zone zu beschr�nken.[37,38]

Die Bandstruktur einer eindimensionalen Kette aus Li-
und H-Atomen mit �quidistanten Li-H-Abst�nden ist nur
geringf�gig komplizierter. Der Gitterparameter a beschreibt
weiterhin eine eindimensionale Elementarzelle, die aber nun
zwei Atome enth�lt (Abbildung 7, oben), und zwangsl�ufig

Abbildung 6. Oben: eindimensional-unendliche Kette aus Wasserstoff-
atomen mit dem Gleichgewichtsabstand a ; die Atome seien mit einer
„Feder“ verbunden, die die Summe der chemischen Bindungskr�fte
symbolisiert. Unten: analytische Phononendispersion dieser eindimen-
sional-unendlichen Kette aus Wasserstoffatomen mit der Atommasse
M.
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findet man auch zwei Zweige in der Phononenbandstruktur
(Abbildung 7, unten).

Die Energien der beiden Zweige sind analytisch leicht
anzugeben;[35, 36] f�r eine Li-H-Federkonstante f ergibt die
Rechnung f�r die Frequenz

w ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
f

1
MLi
þ 1

MH

� �
� f

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

MLi
þ 1

MH

� �2

� 4
MLiMH

sin2 ka
2

svuut ð13Þ

so daß sich die in Abbildung 7 (unten) aufgef�hrten Phono-
nenfrequenzen am Zonenzentrum und -rand durch einfaches
Einsetzen (k = 0 und p/a) ergeben. Der untere Zweig der
Phononenbandstrukturen verschwindet wegen w = 0 im Zo-
nenzentrum G und wird „akustischer“ Zweig genannt; der
obere Zweig (mit w(G)¼6 0) heißt „optischer“ Zweig, weil er
bei einem interatomaren Ladungs�bertrag wegen des ent-
stehenden Dipolmoments an ein Photon (z. B. Infrarotstrah-
lung) ankoppeln kann. Die hohe Energie des optischen
Zweigs an G r�hrt daher, daß zwar die Auslenkungen in jeder
Elementarzelle phasengleich sind, aber Li und H mit einer
mittleren Masse gegeneinander schwingen. Am Zonenrand X
hingegen liegen Schwingungsmoden ganz anderen Charak-
ters vor, und zwar schwingen dort entweder das schwere (Li,
akustischer Zweig, unten) oder das leichte (H, optischer
Zweig, oben) Atomuntergitter, und deshalb tauchen in den
Frequenzen nur entweder die eine oder die andere Atom-

masse auf. Das jeweils andere Atomuntergitter ruht. Die
Verallgemeinerung f�r den Fall dreidimensionaler Systeme ist
seit langer Zeit bekannt.[39] Enth�lt eine Elementarzelle N
Atome, so weist die Phononenbandstruktur genau 3 akusti-
sche und 3N�3 optische Phononenzweige auf.

Wir wollen nun ein einfaches dreidimensionales Beispiel
betrachten, n�mlich kubisch-fl�chenzentriertes Kupfer (fcc-
Cu), dessen primitive Zelle nur ein Cu-Atom enth�lt. Seine
Phononenbandstruktur, die in Abbildung 8 gezeigt ist, kann

also nur akustische Zweige aufweisen, wovon einer „longi-
tudinaler“ Natur ist, weil die Schwingungsrichtung entlang
der Ausbreitungsrichtung verl�uft, ganz analog also zur
Symmetrie der s-Wechselwirkung bei elektronischen Syste-
men. Zus�tzlich findet man f�r fcc-Cu zwei „transversale“
Zweige, in denen die Schwingung senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung verl�uft, d.h. analog zur Symmetrie der p-
Wechselwirkung. Diamant, mit zwei Atomen in der Ele-
mentarzelle (N = 2), besitzt logischerweise eine Phononen-
bandstruktur mit drei akustischen und drei optischen �sten;
auch wenn wegen des fehlenden Dipolmoments an die letz-
teren nicht IR-spektroskopisch angekoppelt werden kann,
�ndert dies nichts an der Benennung.

Zum besseren Verst�ndnis der Phononenbandstruktur
des Kupfers sind in Abbildung 9 die dazu passende Brillouin-
Zone zur primitiven Elementarzelle der kubisch-fl�chenzen-
trierten Struktur sowie die Schwingungsmoden[39] an den
Punkten k = (2p/a)(1,0,0) (X-Punkt) und k = (2p/a)(1=2,1=2,0)
dargestellt. An X zeigt der Wellenvektor k in x-Richtung, und
die Wellenl�nge betr�gt l = a. Benachbarte Atomebenen
schwingen gegeneinander und bedingen so die energetische
Entartung der beiden transversalen Schwingungsmoden. Bei
der longitudinalen Mode schwingen die Atome aber gegen-
einander in Richtung des jeweils n�chsten Atoms, so daß bei
gleicher Schwingungsamplitude eine gr�ßere Stauchung und
Streckung der interatomaren Bindungsl�ngen resultiert.
Deshalb f�llt die Frequenz dieser Schwingung h�her als die
der beiden anderen aus.

Die Schwingungsmoden am Punkt k = (2p/a)(1=2,1=2,0),
sozusagen auf dem halben Weg zum Punkt M, sind energe-
tisch jeweils unterschiedlich. Die Ausbreitungsrichtung ist
hier die Diagonale der xy-Ebene, und die Wellenl�nge betr�gt
l ¼

ffiffiffi
2
p

a; also befindet sich jede zweite Atomebene in Ruhe,
w�hrend die anderen Ebenen gegeneinander schwingen. Am

Abbildung 7. Oben: eindimensional-unendliche Lithiumhydridkette mit
dem Gleichgewichtsabstand a ; die Atome seien mit einer „Feder“ ver-
bunden, die die Summe der chemischen Bindungskr�fte symbolisiert.
Unten: analytische Phononendispersion dieser eindimensionalen LiH-
Kette mit den Atommassen MLi f�r Lithium und MH f�r Wasserstoff.

Abbildung 8. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete Phononendispersion
(links) und Phononenzustandsdichte (rechts) von kubisch-fl�chenzentrier-
tem Kupfer; theoretische Werte durchgezogen, experimentelle Meßwerte
punktiert.
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M-Punkt, k = (2p/a)(1,1,0), hier nicht abgebildet, betr�gt die
Wellenl�nge l ¼ a=

ffiffiffi
2
p

, und die Ausbreitungsrichtung ist
ebenfalls die Diagonale der xy-Ebene. Der M-Punkt befindet
sich jedoch nicht in der urspr�nglichen Brillouin-Zone, son-
dern ist �quivalent zum Z-Punkt, k = (2p/a)(0,0,1), einer an-
deren Brillouin-Zone. Deshalb kann man sich die Schwin-
gungszust�nde am M-Punkt wie die am X-Punkt vorstellen,
allerdings mit der Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle
parallel zu z.

Durch Summierung �ber alle im reziproken Raum vor-
kommenden Phononenfrequenzen w l�ßt sich selbstver-
st�ndlich auch eine phononische Zustandsdichte (phonon
density-of-states, pDOS) berechnen, die man sinnvollerweise
gern neben die phononische Bandstruktur zeichnet (Abbil-
dung 8). Die pDOS bringt uns der gesamten Schwingungs-
energie des Kristalls (siehe Abschnitt 3.3) erheblich n�her. Im
dreidimensionalen Fall erh�lt man die phononische Zu-
standsdichte �ber

pDOSðwÞ ¼
X

j

gjðwÞ mit gj ¼
Na
p

dk
dw ð14Þ

wobei �ber s�mtliche Zweige j der Phononendispersion in-
tegriert wird. Genau wie im „elektronischen“ Fall[37,38] ist eine
hohe Dispersion mit einer niedrigen Zustandsdichte ver-
kn�pft, und umgekehrt.

In Anbetracht der Symmetrieanalyse entlang spezieller
Punkte der ersten Brillouin-Zone ist die in Abbildung 8 ge-

zeigte dreidimensionale Phononenbandstruktur von fcc-Cu
somit im kleinsten Detail verst�ndlich. Zus�tzlich liefert diese
Abbildung nicht nur die auf voraussetzungsfreier Grundlage
berechneten Werte (durchgezogene Linien), sondern auch
diejenigen Frequenzen, die aus experimentellen Meßwerten
entnommen wurden (gepunktet), beispielsweise mit inelasti-
scher Neutronenstreuung. Bereits die Bezeichnung letzterer
Technik erweist diese als Verlustspektroskopie mittels eines
Teilchenstrahles.[35, 36] F�r die Bestimmung der Phononen-
dispersion gilt zun�chst der Impulssatz

kþG ¼ k0 þK ð15Þ

und hierbei sind k und k’ die Streuvektoren des einfallenden
und ausfallenden Neutrons, G ein beliebiger reziproker Git-
tervektor sowie K das entstandene (oder vernichtete)
Phonon. Gleichzeitig muß der Energiesatz

�h2k2

2Mn
¼ �h2k02

2Mn
� �hw ð16Þ

erf�llt sein, so daß nur die Neutronenenergie als Funktion des
Streuwinkels untersucht werden muß. Dies ist in der Fest-
k�rperphysik ein zwar ausgereiftes Verfahren, doch kennt
man bis zum heutigen Tag nur von sehr wenigen, recht simpel
aufgebauten Materialien ihre tats�chliche Phononendisper-
sion, einfach wegen des extremen experimentellen Aufwands:
Winkelaufgel�ste neutronenspektroskopische Experimente
an großen Einkristallen m�ssen aufwendig beantragt und
nicht weniger aufwendig durchgef�hrt und ausgewertet
werden.

3.3. Freie Phononenenergie

Offensichtlich bildet die genaue Kenntnis der Schwin-
gungszust�nde eines Feststoffs den Schl�ssel zur Berechnung
seiner thermodynamischen Eigenschaften als Funktion der
Temperatur. Steht erst einmal der elektronische (Grund)-
Zustand eines Systems aus Atomkernen und Elektronen fest,
muß dieses System nur noch auf die gew�nschte Temperatur
„angehoben“ und dort hinsichtlich seiner freien Energie
analysiert werden.[42]

W�rden wir beispielsweise die Federkonstanten f der
zuvor besprochenen eindimensionalen H- oder LiH-Kette
absolut pr�zise kennen, dann ließe sich ein (mikrokanoni-
sches) Ensemble aus einigen Tausend von H- bzw. Li-Atomen
in einem vorgegebenen Volumen pr�parieren, dessen zeitli-
che Entwicklung[43] nach Art der Molekulardynamik[44, 45] zu
verfolgen w�re. Alternativ ließen sich s�mtliche Kernkonfi-
gurationen nach dem Monte-Carlo-Verfahren[46] ausw�rfeln,
um das thermodynamische Gleichgewicht rein stochastisch zu
ermitteln. Beide Verfahren sind durchaus plausibel und re-
chentechnisch die Ultima Ratio, und gerade deshalb liegt ein
noch einfacherer Zugang auf der Hand, der n�her an der
Elektronenstrukturtheorie der Feststoffe positioniert ist:

Ausgehend von den „Federkr�ften“ haben wir zuvor be-
reits die zentrale Bedeutung der Phononenfrequenzen w be-
leuchtet. Nun kann man aus den Frequenzen aber nicht nur

Abbildung 9. Erste Brillouin-Zone (oben) einer kubisch-fl�chenzentrier-
ten Elementarzelle[40, 41] mit Angabe der speziellen k-Punkte und sche-
matische Darstellung der Phononen dieser Elementarzelle (unten) an
zwei ausgew�hlten speziellen Punkten; man vergleiche mit der Phono-
nendispersion von kubisch-fl�chenzentriertem Cu aus Abbildung 8.
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die phononische Zustandsdichte berechnen, sondern, sehr
viel wichtiger noch, direkt die temperaturabh�ngige harmo-
nische Phononenenergie; sie lautet einfach

Eph ¼
X

k

�hwðkÞ 1
2
þ 1

expð�hwðkÞ=kBTÞ � 1

� �
ð17Þ

Aus Pr�gnanzgr�nden haben wir auf die Herleitung[35,36]

verzichtet, doch sei zumindest erw�hnt, daß obiger Ausdruck
einerseits auf der Energiegleichung des harmonischen Oszil-
lators [Gl. (11)] fußt und andererseits die Tatsache ber�ck-
sichtig, daß Phononen als bosonische Quasiteilchen der Bose-
Einstein-Statistik unterliegen. Nutzt man nun noch den
klassisch-thermochemischen Ausdruck f�r die W�rmekapa-
zit�t entsprechend der Gleichung (6), so l�ßt sich die W�r-
mekapazit�t bei konstantem Volumen unmittelbar zu

CV ¼
@U
@T

� �
V
¼ @fU0K

berechnet þ Ephg
@T

� �
V
¼ @Eph

@T

� �
V

ð18Þ

festhalten. Wir haben also die Innere Energie U aus einem
temperaturunabh�ngigen Basisterm am absoluten Nullpunkt
und der temperaturabh�ngigen harmonischen Phononen-
energie zusammengesetzt, und weil der erste Term eben nicht
von der Temperatur abh�ngt, f�llt er aus der Differential-
gleichung heraus. Nun existiert zudem ein einfacher mathe-
matischer Zusammenhang (siehe Appendix B) zwischen der
Zustandssumme Z und der harmonischen Phononenenergie,
so daß sich die freie Phononenenergie Aph letztendlich zu

Aph ¼
1
2

X
k

�hwðkÞ þ kBT
X

k

ln 1� exp ��hwðkÞ=kBTð Þ½ � ð19Þ

ergibt. Wir erhalten also das konzeptionell bestechend ein-
fache Ergebnis, daß zur Bestimmung der harmonischen – und
in der rechentechnischen Praxis tats�chlich quasiharmoni-
schen (siehe Abschnitt 4.2) – freien Schwingungsenergie in
Abh�ngigkeit von der Temperatur tats�chlich nur die Pho-
nonenfrequenzen gesucht sind, und diese sind auf quanten-
chemischem Weg direkt berechenbar. Von der freien
Schwingungsenergie gelangt man relativ einfach zur freien
Enthalpie (oder Gibbs-Energie), und der freie Weg zur
thermodynamischen Ab-initio-Modellierung ist gebahnt.

4. Prinzipielles Vorgehen

4.1. Elektronenstrukturtheorie

Zur Berechnung der elektronischen Struktur konden-
sierter Materie ist die L�sung der station�ren Wellenglei-
chung nach Schr�dinger[47]

hY ¼ EY ð20Þ

oder ihrer relativistischen Formulierung nach Dirac[48] von-
n�ten, wobei der Hamilton-Operator h nach Ausnutzung
der Born-Oppenheimer-N�herung[49] nur noch die kinetische
Energie der Elektronen, ihre potentielle Energie im Feld der

Atomkerne und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
enth�lt; die Kernstruktur ruht also, und die Elektronen
wechselwirken erstens mit den Atomr�mpfen sowie zweitens
untereinander, genau wie man es aus der molekularen
Quantenchemie[50–54] kennt.

Der Unterschied zu molekularen Problemen wird f�r
kristalline Materie anhand der Translationsinvarianz des
Kernpotentials ersichtlich, die zweckm�ßigerweise mittels
des Theorems von Bloch[55] ber�cksichtigt wird, so daß eine
etwaige Linearkombination von Atomorbitalen (LCAO)
nicht zu Molek�l-, sondern vielmehr zu Kristallorbitalen
f�hrt, deren chemische (Bindungs-)Interpretation v�llig
analog zur molekularen Quantenchemie verl�uft.[37] Diese
Konstruktion der ausgedehnten Wellenfunktion aus lokalen
Funktionen mutet richtigerweise chemisch transparent an,
und hierf�r existieren diverse, unterschiedlich pr�zise, und in
aller Regel numerisch ausgereifte Verfahren,[56–61] deren Vor-
und Nachteile in entsprechenden Lehrb�chern[38] behandelt
werden.

Auf der anderen Seite liegt f�r periodische Systeme die
Konstruktion der ausgedehnten Wellenfunktion aus ebenen
Wellen gem�ß exp{i kr} als „nat�rlicher“ Basis auf der
Hand,[38] dessen Gr�ße einfach anhand eines energetischen
Abschneidekriteriums festgelegt werden kann. Trotz der
chemischen Intransparenz weist dieses Vorgehen enorme
rechentechnische Vorteile auf (etwa den Wegfall s�mtlicher
Pulay-Kr�fte[62]), erzwingt aber andererseits den Einsatz von
Pseudopotentialen,[63] um nicht die hohe kinetische Energie
der Rumpfelektronen mitnehmen zu m�ssen. In Kombination
mit hocheffizienten Verfahren zur Erzeugung diverser Pseu-
dopotentiale[64–79] sowie auf Allelektronenmethoden fußen-
den Pseudopotentialabk�mmlingen (etwa wie projector aug-
mented wave, PAW)[80] ist der Siegeszug der Kombination von
Pseudopotentialen/ebenen Wellen beeindruckend und zu-
gleich sehr gut verst�ndlich.[81, 82] Leicht zu bedienende, nu-
merisch verl�ßliche und in der Regel stabil arbeitende
Computerprogramme wie VASP, CASTEP, ABINIT usw. il-
lustrieren diesen Sachverhalt. Die v�llige �quivalenz des
„lokalen“ (Atomorbitale) und „delokalisierten“ (ebene
Wellen) Ansatzes bei der Berechnung elektronischer Struk-
turen wurde erst k�rzlich beispielhaft und �berzeugend il-
lustriert.[83]

Das Ausmaß der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
wird in aller Regel nach den Methoden der Dichtefunktio-
naltheorie (DFT)[84–88] ber�cksichtigt, auch wenn die Hartree-
Fock-N�herung[89,90] in Kombination mit periodischen An-
s�tzen zur expliziten Mitnahme der Elektronenkorrelation[91]

nach Møller-Plesset[92] gegenw�rtig eine gewisse Renaissance
erlebt und langfristig m�glicherweise noch bedeutender
werden wird. Innerhalb der DFT nimmt die lokale Dichte-
n�herung (LDA)[88] in verschiedenen numerischen Parame-
trisierungen[93–95] eine zentrale Rolle ein. H�here numerische
Pr�zision insbesondere hinsichtlich atomarer Energetiken
wird der generalisierten Gradientenn�herung (GGA) mit
einer Vielzahl von Parametrisierungen[96, 97] zugetraut, ob-
schon die Ergebnisse je nach Fragestellung differieren.

Bei der Mitnahme endlicher Temperaturen gilt es aber,
ein g�ngiges Vorurteil zumindest teilweise zu revidieren.[38]

Man liest oft, daß die LDA wegen einer gewissen energeti-
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schen „�berbindung“ die Gitterparameter kristalliner Stoffe
um einige Prozent untersch�tzt, wohingegen die GGA meist
zu einer leichten �bersch�tzung ebendieser Gitterparameter
f�hrt. Das ist richtig, allerdings werden zu diesen Vergleichen
fast regelm�ßig die Gitterparameter bei Raumtemperatur
und nicht die beim absoluten Nullpunkt herangezogen. So
betr�gt beispielsweise der Gitterparameter von fcc-Cu bei
Raumtemperatur genau 3.615 �, und der f�r den absoluten
Nullpunkt berechnete Wert lautet 3.517 � innerhalb der
LDA (2.3% Untersch�tzung) und 3.644 � innerhalb der
GGA (0.8% �bersch�tzung).

Wir wollen einen noch extremeren Fall betrachten, n�m-
lich festes Lithiumhydrid in der Kochsalzstruktur. Abbil-
dung 10 erweist anhand der Auftragung der rein elektroni-

schen Energie (oben), daß die LDA den Gitterparameter von
LiH bei Raumtemperatur sehr deutlich untersch�tzt (4.4 %),
und sogar die GGA f�hrt zu einer merklichen Untersch�t-
zung (1.9%), und nicht zu einer �bersch�tzung. Die Dinge
wieder etwas vorwegnehmend, erweist die Auftragung der
Helmholtz-Energie (unten) aber, daß der Einfluß der Null-
punktschwingung und der bei 300 K angeregten Gitter-
schwingungen zu einer signifikanten Gitteraufweitung f�hrt,
und zwar sowohl f�r die LDA als auch f�r die GGA. Ob also
bei Raumtemperatur die LDA (um 1.6% zu klein) oder die
GGA (um 1.2% zu groß) die �berzeugend leistungsf�higere
Beschreibung ist, d�rfte zu diskutieren sein, in recht guter
�bereinstimmung mit unabh�ngigen Beobachtungen.[98]

Zugegebenermaßen ist LiH ein extremer Fall, denn f�r
diese leichten Atome f�llt die Nullpunktschwingung enorm
ins Gewicht. Die sukzessive Aufweitung der Gitterparameter
und deshalb Verringerung der Dichte l�ßt sich aber auch gut
f�r fcc-Cu demonstrieren. Einen Vergleich ihrer Tempera-
turabh�ngigkeit ist in Abbildung 11 dargestellt, und zwar

sowohl basierend auf LDA- und GGA-Funktionalen. Ge-
gen�ber den experimentellen Werten[99] ist die vermutete
�bersch�tzung (LDA) und Untersch�tzung (GGA) wieder
offensichtlich, und zwar �ber den gesamten Temperaturbe-
reich bis hin zum Schmelzpunkt von 1358 K.

Aus den oben genannten Ausf�hrungen zur Elektronen-
strukturtheorie ist sofort eine Art „Komplementarit�t“ von
Experiment und Theorie bei der thermodynamischen Be-
schreibung von Feststoffen erkennbar: W�hrend die Aus-
�bung von hohen Dr�cken (etwa im GPa-Bereich) f�r den
Experimentator mit gr�ßten Anstrengungen und enormen
Kosten (Hochdruckpressen) verbunden ist, kostet die theo-
retische Behandlung den Theoretiker nur ein leichtes Ach-
selzucken, denn es werden allein die interatomaren Abst�nde
(bzw. die Gitterparameter) f�r die selbstkonsistente L�sung
der Schr�dingergleichung ein wenig verkleinert, also einer
trivialen Modifizierung des Problems gleichkommend. Auf
der anderen Seite ist die Temperatur die experimentell wohl
am einfachsten einzustellende und „billigste“ Zustandsgr�ße
(Bunsenbrenner, Heizschlange, K�hlfalle usw.), bringt den
Theoretiker aber im wahren Sinne des Wortes ins Schwitzen.
Handelt es sich um eine lokale thermische Anregung, so wird
„nur“ ein einzelnes Atom ausgelenkt, und dies ist gleichbe-
deutend mit der Brechung der Translationssymmetrie, die
immer mit erh�htem Rechenaufwand erkauft wird, insbe-
sondere wenn es um die schrittweise Berechnung einer Ak-
tivierungsenergie geht; die Einf�hrung von Superzellen bleibt
nicht aus. F�r kollektive Anregungen in Form von Gitter-
schwingungen (Phononen) steigt der Rechenaufwand
gleichfalls wegen der unbedingt notwendigen Superzellen
enorm an, denn die ben�tigte Rechenzeit w�chst etwa mit der
dritten Potenz der Systemgr�ße; ein um das Hundert- bis
Tausendfache (!) zunehmender Bedarf an Rechenleistung ist
also systemimmanent, obschon immer noch kleiner als mit
der Molekulardynamik oder dem Monte-Carlo-Verfahren.

4.2. Berechnung der Phononenfrequenzen

Ein �beraus geradliniger Weg zur Berechnung von Pho-
nonenfrequenzen basierend auf voraussetzungsfreien Elek-
tronenstrukturrechnungen periodischer Systeme ist durch die
Direkte Methode[100, 101] gegeben. Dazu werden einzelne
Atome eines zun�chst translationsinvarianten Gitters ein

Abbildung 10. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete Energie-Volu-
men-Kurven f�r Lithiumhydrid auf der Basis der LDA (durchgezogen)
und der GGA (gestrichelt). Im obigen Teil der Abbildung werden elek-
tronische Gesamtenergien, im unteren die Helmholtz-Energien bei
300 K verglichen. Der experimentelle Gitterparameter bei 300 K
(4.093 �) ist als senkrechte Linie eingezeichnet.

Abbildung 11. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete Dichte von
Kupfer auf der Basis der LDA und der GGA (durchgezogen). Die expe-
rimentelle Dichte (Karos und gestrichelte Linie) liegt zwischen den
beiden theoretischen Werten.
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bißchen ausgelenkt, und das aufgrund der Auslenkungen
dergestalt gest�rte System wird elektronentheoretisch ge-
nauso behandelt wie das ungest�rte System. Die ver�nderten
Phononenfrequenzen bzw. -energien spiegeln damit exakt
den geometrischen Unterschied beider Systeme wider.

Nun lassen sich die gesuchten Frequenzen so bestimmen,
indem man die Energien der verschiedenen Schwingungszu-
st�nde bei verschiedenen Wellenvektoren k berechnet, und
zwar als „Momentaufnahmen“ der atomaren Auslenkungen;
damit ist die Methode der „eingefrorenen Phononen“ (frozen
phonon) definiert. Allerdings bleibt dieser Ansatz nur auf
solche Wellenvektoren beschr�nkt, die mit der zur Berech-
nung gew�hlten Superzelle korrespondieren, also geome-
trisch in diese hineinpassen. F�r die Berechnung der Phono-
nendispersion �ber die gesamte Brillouin-Zone ist vielmehr
die im folgenden betrachtete Herangehensweise geeignet, die
im ersten Schritt auf die Ab-initio-Berechnung der Kraft-
konstanten abzielt.

Nimmt man wie zuvor vereinfachend an, die Schwingun-
gen in Festk�rpern seien in erster N�herung die von harmo-
nischen Oszillatoren, kann man analog zur Kraftkonstante f
des zweiatomigen harmonischen Oszillators

F ¼ �f x bzw: f ¼ �F
x

ð21Þ

eine Kraftkonstantenmatrix

Fa;b ¼ �
Fa

db

ð22Þ

erstellen, wobei Fa die in Richtung a auf ein Atom wirkende
Kraft ist, sofern ein anderes Atom entlang der Richtung b um
d ausgelenkt wird. a und b stehen f�r eine der kartesischen
Richtungen x, y oder z. Bei Ber�cksichtigung der kristallinen
Symmetrie vereinfacht sich das Problem teilweise enorm,
eben weil nur die symmetriein�quivalenten Atome bzw.
Richtungen ber�cksichtigt werden m�ssen und somit die
Berechnung vieler Kraftkonstanten entf�llt. Die einzelne
Kraft ergibt sich bei elektronischer Selbstkonsistenz nach
dem Theorem von Hellmann und Feynman[102, 103]

F ¼ � dE
dR
¼ � Y

@h

@R

����
����Y

� 	
ð23Þ

so daß das Verfahren trotz der harmonischen N�herung
(Oszillatoransatz) wegen der korrekt berechneten Kraft f�r
das exakte Potential nun zur quasiharmonischen N�herung
aufgewertet wurde, ein gar nicht hoch genug einzusch�tzen-
der Vorteil.

Wir wollen diesen gl�cklichen Umstand noch etwas n�her
beleuchten, und zwar anhand von Abbildung 12, die die
voraussetzungsfrei elektronentheoretisch berechnete poten-
tielle Energie von kubisch-fl�chenzentriertem Kupfer wie-
dergibt. In der N�he des Gleichgewichtsvolumens, d.h. am
tiefsten Punkt der Energiekurve, verlaufen das tats�chliche
Potential und seine harmonische N�herung (gestrichelt)
nahezu deckungsgleich, und nur deshalb funktionieren die
oben erw�hnte Idee der (harmonischen) Kraftkonstante
[Gl. (21)] sowie alle weiteren rechentechnischen Schritte.

Stauchen wir aber den Feststoff sehr stark zusammen oder
�berdehnen wir die interatomaren Abst�nde bis in den
deutlich anharmonischen Bereich, so sorgt die exakte elek-
tronentheoretische Berechnung des realen, anharmonischen
Potentials daf�r, daß diese Anharmonizit�t auch in die wei-
terhin harmonisch gen�herten Phononen einfließt, also in
Form der bereits erw�hnten Quasiharmonizit�t.

Sind nun alle interatomaren Kr�fte berechnet, so wird die
Kraftkonstantenmatrix schließlich mittels einer Fourier-
Transformation in die Dynamische Matrix D �berf�hrt, so
daß letzten Endes die Determinante zu null gesetzt werden
kann und in einem Arbeitsschritt die gesuchten Phononen-
frequenzen liefert (siehe Appendix B). Insofern koppelt diese
Art der Gitterdynamik ganz zwanglos an das g�ngige In-
strumentarium der Elektronenstukturtheorie f�r Feststoffe
an und erkauft die numerische Berechnung der interatoma-
ren Kr�fte mit der Aufstellung von Superzellen (siehe Ab-
schnitt 5), weil man richtigerweise ein schnelles Abklingen
der Kr�fte annimmt. Das auf der st�rungstheoretischen For-
mulierung der Dichtefunktionaltheorie basierende alternati-
ve Verfahren der Linearen Antwort (linear-response theory)
operiert stattdessen mit der unvergr�ßerten Elementarzelle
und erschließt die Dynamische Matrix daf�r an vielen Wel-
lenvektoren.[42, 104]

5. Praktische Durchf�hrung

Innerhalb der von uns gew�hlten Herangehensweise
werden die quantenchemischen Gesamtenergien von Fest-
k�rpern grunds�tzlich f�r konstantes Volumen (in der re-
chentechnischen Praxis also gleichbleibendes Volumen der
Elementarzelle) erhalten, und deshalb ist es nur logisch, die
letztendlich gesuchte druckabh�ngige freie Gibbs-Energie
G(p,T) ausgehend von der volumenabh�ngigen freien
Helmholtz-Energie A(V,T) zu berechnen:

Gðp;TÞ ¼ AðV;TÞ þ pV ¼ AðV;TÞ � @A
@V

� �
T

V ð24Þ

Der pfiffige Kunstgriff besteht also darin, den Druck aus
der negativen �nderung der Helmholtz-Energie mit dem
Volumen zu bestimmen, die sich in Folge von kollektiven

Abbildung 12. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete potentielle Ener-
gie von kubisch-fl�chenzentriertem Kupfer (durchgezogen) und dessen
harmonische N�herung (gestrichelt) um das Gleichgewichtsvolumen.
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Auslenkungen aller Atome ergibt. In der Praxis wird zu
diesem Zweck die Helmholtz-Energie bei verschiedenen
Volumina berechnet und die erhaltenen Werte f�r die je-
weilige Temperatur an eine vereinfachte Zustandsgleichung
(equation of state, EOS) angepaßt, beispielsweise die nach
Murnaghan[105] oder nach Birch,[106] auf die wir im Appendix B
n�her eingehen. Die Helmholtz-Energie wiederum setzt sich
aus mehreren Termen zusammen:

AðV;TÞ ¼ E0ðVÞ þAphðV;TÞ þ DAelðV;TÞ þ
AconfðTÞ þAah

vibðV;TÞ
ð25Þ

Dabei ist E0 die Energie des elektronischen Grundzu-
standes und Aph die freie harmonische Schwingungsenergie
[Gl. (19)]. Allerdings m�ssen wir zur Erreichung gr�ßerer
Genauigkeit auch kleinere temperaturabh�ngige Zusatzter-
me ber�cksichtigen, also zun�chst die freie elektronische
Energie aufgrund elektronischer Anregungen (relevant bei
Systemen mit kleiner oder verschwindender elektronischer
Bandl�cke), hier als DAel bezeichnet, die in Kombination mit
E0 die gesamte freie elektronische Energie Ael definiert.
Hinzu kommt ein Konfigurationsterm im Falle von Systemen
mit statistischen Besetzungen (Aconf = Gconf =�TSconf, da
dieser Term nat�rlich volumenunabh�ngig ist) sowie derje-
nige Teil der Schwingungsenergie, der auf anharmonische
Effekte zur�ckzuf�hren ist. Zwar lassen es diese anharmo-
nischen Effekte erst zur W�rmeleitung realer Substanzen
kommen, allerdings ist dieser Teil der rechentechnisch bei
weitem am schwierigsten zu bew�ltigende. Wie wir bereits
erl�utert haben, l�ßt sich aber gl�cklicherweise seine explizite
Ber�cksichtigung, wenn man nur gen�gend weit vom
Schmelzpunkt entfernt ist, in recht guter N�herung vernach-
l�ssigen, zumal die Mitnahme des tats�chlichen Potentials
(siehe obige Ausf�hrungen) einer quasiharmonischen N�he-
rung gleichkommt und deshalb einen Teil der anharmoni-
schen Anteile implizit mitnimmt. Hier stellt sich die Natur f�r
den Theoretiker als recht gutm�tig heraus.

Zur Illustration zeigen wir in Abbildung 13 den Verlauf
der volumenabh�ngigen Helmholtz-Energie von Bariumoxid,
BaO, bei unterschiedlichen Temperaturen. Zun�chst nimmt
die Helmholtz-Energie mit steigender Temperatur trivialer-

weise immer st�rker negative Werte an, einfach weil immer
mehr Gitterschwingungen angeregt werden. Gleichzeitig
weitet sich das Molvolumen des BaO auf, was wir als klaren
Nachweis anharmonischer Effekte verbuchen k�nnen; das
von uns als quasiharmonisch bezeichnete Vorgehen (harmo-
nisch definierte Kraftkonstante kombiniert mit anharmoni-
schem elektronischen Potential) erf�llt seinen Zweck �ber-
raschend gut und, wie wir im weiteren Verlauf noch sehen
werden, auch numerisch ziemlich zuverl�ssig. Schließlich
lesen wir aus der „Nulldrucklinie“ �(@A/@V)T = 0 direkt das
Volumen und die Gibbs-Energie bei p = 0 ab. Die Berech-
nung der Druckabh�ngigkeit erfolgt dann als Ableitung der
verwendeten Zustandsgleichung nach Gleichung (24). Wir
wollen die einzelnen Energiebeitr�ge noch einmal im Detail
rekapitulieren.

Die elektronische Gesamtenergie E0 kann im Rahmen der
Born-Oppenheimer-N�herung[49] – also ohne jegliche ato-
mare Bewegung – routinem�ßig aus Elektronenstruktur-
rechnungen f�r periodische Feststoffe berechnet werden. Das
Ausmaß der Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird dabei
beispielsweise mittels der Dichtefunktionaltheorie ber�ck-
sichtigt und aus Gr�nden der �konomie f�r die kleinstm�g-
liche Elementarzelle bestimmt, wobei die Konvergenz im
reziproken Raum (z.B. mit Hilfe eines Satzes von k-Punkten
nach Monkhorst und Pack)[107] implizit vorausgesetzt wurde.
Verbliebene iterative Energieunterschiede liegen dann unter
0.1 kJmol�1.

Ohne echten Mehraufwand l�ßt sich nun auch die geringe
Temperaturabh�ngigkeit der elektronischen Anregungen –
sofern �berhaupt notwendig – nach der N�herungsmethode
von Mermin[108] einbeziehen, wie sie in g�ngigen Programm-
paketen (u. a. VASP) bereits implementiert ist. Dabei wird
die Verteilung der Elektronen �ber die temperaturunabh�n-
gigen B�nder in Abh�ngigkeit von der Temperatur mittels der
Fermi-Dirac-Statistik ber�cksichtigt. Dieser Korrekturterm
f�llt f�r Isolatoren vernachl�ssigbar gering aus, ist f�r Metalle
aber doch wichtig. Bei tiefsten Temperaturen f�hrt er zu
einem �ußerst kleinen und in T linearen W�rmekapazit�ts-
term,[35, 36] der allein von den elektronischen Zust�nden in
unmittelbarer N�he der Fermi-Kante hervorgerufen wird. Er
ist in Abbildung 14 f�r fcc-Cu gezeigt.

Abbildung 13. Dichtefunktionaltheoretisch berechneter Verlauf der
Helmholtz-Energie A f�r Bariumoxid als Funktion des Volumens bei
verschiedenen Temperaturen. Der Verlauf des Minimums von A mit
steigender Temperatur ist gestrichelt eingezeichnet.

Abbildung 14. Dichtefunktionaltheoretisch berechneter Verlauf des rein
elektronischen Anteils der W�rmekapazit�t von fcc-Cu als Funktion der
Temperatur; man beachte die Winzigkeit und leichte Streuung des um
f�nf Gr�ßenordnungen kleineren Zusatzeffekts, der eben nicht auf ato-
mare Schwingungen zur�ckgeht.
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Wir kehren zu den atomaren Verr�ckungen zur�ck:
Sofern wir lokale atomare Anregungen behandeln wollen,
setzt die Wanderung eines einzelnen Atoms bei der Berech-
nung eine vervielfachte Elementarzelle („Superzelle“)
voraus, und wir k�nnen uns voll auf den „Pfad“ dieses wan-
dernden Atoms konzentrieren. Die berechneten Anregungs-
energien entsprechen sofort den experimentell beobachtba-
ren Anregungsenergien. Sobald es sich aber um kollektive
Anregungen handelt, werden zur Berechnung der freien
Schwingungsenergie Aph die Hellmann-Feynman-Kr�fte f�r
alle nichtsymmetrie�quivalenten atomaren Auslenkungen in
der Superzelle ben�tigt. Die Kanten dieser Superzellen soll-
ten f�r die Direkte Methode ungef�hr gleich langen Gitter-
vektoren entsprechen und mindestens 8 � betragen.[109]

Bei der beschriebenen (kollektiven) Vorgehensweise wird
im allgemeinen die Vereinfachung benutzt, daß sich die Ele-
mentarzelle mit steigender Temperatur nur ein wenig auf-
weitet. Damit entspr�che eine zunehmende Temperatur also
einem negativen Druck, ohne daß die wirklichen Konse-
quenzen der Temperatur�nderungen ber�cksichtigt w�rden,
denn genaugenommen m�ßte man alle strukturellen Frei-
heitsgrade (Gitterparameter und Atomlagen) variieren, um
zum jeweiligen Minimum der Gibbs-Energie bei jeder Tem-
peratur zu gelangen. Allerdings w�rde dies in vieldimensio-
nalen Gleichungssystemen und einem hoffnungslos großen
Rechenaufwand resultieren, der in aller Regel gar nicht not-
wendig ist.

Die Praxis erweist, daß die jeweils bei konstantem Volu-
men erhaltenen Schwingungsenergien einfach zur elektroni-
schen Energie addiert werden k�nnen, womit man bereits
eine recht gute N�herung f�r die Helmholtz-Energie erh�lt.
Oftmals ist der volumenabh�ngige Verlauf der Schwingungs-
energie bei konstanter Temperatur sogar ann�hernd linear. In
diesen F�llen muß die Phononenrechnung nicht zwingend f�r
jeden Volumenpunkt durchgef�hrt werden, vielmehr k�nnen
die erhaltenen Werte sofort an eine Gleichung Aph(V)T=konst.

= a + bV angepaßt werden, aus der dann die fehlenden
Punkte zug�nglich sind. Die Einsparung an Rechenleistung
f�llt dann ganz erheblich aus.

Abbildung 15 faßt das von uns soeben beschriebene
Rezept der praktischen Durchf�hrung noch einmal zusam-
men. Die Basis aller Rechnungen wird grunds�tzlich durch
die vorliegende Kristallstruktur definiert, und s�mtliche en-
ergetischen Gr�ßen ergeben sich zun�chst durch L�sung der
(station�ren) Schr�dinger-Gleichung. Auf der so erarbeiteten
elektronentheoretischen Grundlage unterscheidet man
zweckm�ßig zwischen lokalen (links) und kollektiven (Mitte
und rechts) atomaren Auslenkungen bzw. Schwingungsanre-
gungen, die zwecks Erhaltung der Translationssymmetrie die
Verwendung von Superzellen voraussetzen. Im lokalen Fall
gelangt man beispielsweise mittels der NEB-Methode zur
Anregungsenergie des wandernden Atoms oder Ions, im
kollektiven Fall �ber die Kraft zur Phononenenergie, dann
zur Helmholtz-Energie und letztendlich zur Gibbs-Energie
bzw. freien Enthalpie. Kennt man G, so kennt man die ge-
samte Thermodynamik des Systems – die Schr�dinger-Glei-
chung macht es m�glich.

5.1. Berechnung anderer thermodynamischer Potentiale

Wie bereits erw�hnt, sind im kollektiven Fall neben der
Gibbs-Energie f�r die thermodynamische Betrachtung eines
Systems auch andere Gr�ßen von hohem Interesse, so etwa
die Enthalpie H, die Entropie S und die W�rmekapazit�t Cp

bzw. CV, doch steht das klassische Instrumentarium (Leg-
endre-Transformationen, Maxwell-Relationen; siehe Ab-
schnitt 2.1) unver�ndert zur Umrechnung bereit. Die Entro-
pie wird �ber die einfache Beziehung

S ¼ � @G
@T

� �
p

ð26Þ

direkt aus der Gibbs-Funktion erhalten, und die Enthalpie ist
aus der Gibbs-Helmholtz-Gleichung zug�nglich. Die W�r-
mekapazit�t bei konstantem Druck Cp kann aus der zuvor
berechneten Enthalpie oder aus der Entropie abgeleitet
werden, also entsprechend

Cp ¼
@H
@T

� �
p

oder Cp ¼ T
@S
@T

� �
p

ð27Þ

Interessanterweise h�ngt Cp mit der bereits erw�hnten
W�rmekapazit�t bei konstantem Volumen CV �ber die aus
der Festk�rperphysik[35, 36] bekannten Beziehung

Cp�CV ¼ a2 BT V T ð28Þ

Abbildung 15. Schematisches Vorgehen bei der voraussetzungsfreien
quantenmechanischen Berechnung temperaturabh�ngiger Energieda-
ten allein aus der Kristallstruktur unter der Annahme von lokalen
(links) und kollektiven (Mitte und rechts) Anregungen; siehe auch
Text.
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zusammen, wobei a der lineare thermische Expansionskoef-
fizient ist, BT der isotherme Bulk- oder Kompressionsmodul,
V das Volumen und T die Temperatur. Die herausgehobene
Rolle der Gibbs-Energie erm�glicht also, genau wie aus der
klassischen Thermochemie bekannt, den R�ckgriff auf alle
nur denkbaren thermochemischen Gr�ßen. Da G aber durch
R�ckgriff auf die Kristallstruktur und die L�sung der Schr�-
dinger-Gleichung mittelbar zug�nglich ist, k�nnen auch
s�mtliche thermochemische Fragestellungen auf quanten-
chemischer Grundlage angegangen werden. Daß diese prin-
zipielle Erkenntnis auch numerisch in der Regel zutrifft,
werden wir im weiteren Verlauf sehen.

5.2. Datennachbearbeitung

Die aus den (kollektiven) quantenchemischen Rechnun-
gen erhaltenen Daten f�r die thermodynamischen Potentiale
m�ssen zum Einsatz in den thermochemischen Datenbanken
und Expertensystemen f�r die thermochemische Modellie-
rung letztendlich an Funktionen vom Typ der Gleichung (5)
angepaßt werden. Hierzu geht man zweckm�ßigerweise
jedoch umgekehrt zur numerischen Berechnung der Poten-
tiale vor, d.h. man beginnt mit der Anpassung von Cp, denn
daf�r werden nur vier Parameter ben�tigt; die Ungenauigkeit
der Anpassungsparameter bleibt auf diese Weise m�glichst
klein. Anschließend arbeitet man sich �ber die Enthalpie H
und die Entropie S sukzessive zur Gibbs-Energie G vor. In
diesen rein mathematischen Schritten ist keine Physik oder
Chemie mehr enthalten.

5.3. Probe aufs Exempel

In diesem Abschnitt wollen wir zur �berpr�fung der
Verl�ßlichkeit der bislang vorgestellten Herangehensweise
einige explizite Vergleiche mit wohlbekannten thermodyna-
mischen Potentialen bekannter Substanzen vornehmen, die
aus experimentellen Messungen erhalten wurden; es soll zu-
n�chst nur um kollektive Gr�ßen gehen. Sofern nicht anders
angegeben, stammen die Daten aus den SGTE-Datenban-
ken.[11] Mit am zuverl�ssigsten wurden reine Elemente und
bin�re Oxide vertafelt, und wir beschr�nken uns hier der
Einfachheit halber auf die bin�ren Oxide des Yttriums, Ba-
riums und Kupfers. In Abschnitt 6 werden wir die stoffliche
Komplexit�t erheblich erh�hen.

Abbildung 16 zeigt einen Vergleich der voraussetzungs-
frei berechneten W�rmekapazit�ten bei konstantem Druck
f�r BaO (oben), CuO (Mitte) und Y2O3 (unten) mit Daten
aus der SGTE-Datenbank. F�r die wegen technologischer
Gr�nde experimentell am genauesten erfaßte Substanz, CuO,
verlaufen theoretische und experimentelle Kurven �ber den
gesamten Temperaturbereich praktisch deckungsgleich und
demonstrieren insofern die hohe G�te der Theorie. Etwas
weniger gut f�llt der Vergleich f�r das BaO aus, denn jenseits
von ca. 600 K beginnen Theorie und Experiment voneinander
abzuweichen. Es ist zu vermuten, daß diese geringen Diffe-
renzen der Theorie angelastet werden m�ssen, denn schließ-
lich wurde ein nur quasiharmonisches Modell f�r die Gitter-

schwingungen zugrundegelegt, das bei Ann�herung an die
Schmelztemperatur schlußendlich versagen muß. Allerdings
k�nnen aber auch (leicht) fehlerhafte experimentelle Werte
vorliegen; wir wissen es nicht genau. Eine ganz eindeutige
Interpretation liegt dagegen f�r das Y2O3 nahe, denn die als
„experimentell“ bezeichnete Kurve ist vielmehr eine v�llig
unphysikalische Gerade, und allein zwischen rund 600–900 K
kommen die theoretische und experimentelle Kurve zur De-
ckung. Die Interpretation liegt auf der Hand: Die f�r Y2O3

vertafelte W�rmekapazit�t wurde allem Anschein nach
einmal bei hoher Temperatur vermessen und dann linear zu
noch h�heren, aber auch zu ganz tiefen Temperaturen ex-
trapoliert, obschon dies letztendlich zu grob falschen ther-
mochemischen Resultaten f�hren wird, sofern man sich nur
weit genug von der Meßtemperatur entfernt. Dieser Befund
f�r Y2O3 ist leider g�ngige Praxis und kein Einzelfall, und die
Datenbanken enthalten hier und dort schon einmal fehler-
hafte Eintr�ge. Auf der anderen Seite bietet sich damit der
Theorie die einmalige Chance, Fehler zu erkennen und aus-
zumerzen sowie, wie ganz zu Anfang angek�ndigt, die Meß-
werte nachvollziehbar auf bislang unvermessene Gebiete in p
und T zu erweitern.

Noch etwas gutm�tiger f�llt der Vergleich zwischen den
theoretischen und gemessenen Entropien S f�r BaO, CuO
und Y2O3 aus, der in Abbildung 17 vorgestellt wird. Sowohl
f�r BaO (oben) als auch CuO (Mitte) liegen Theorie und
Datenbank sehr eng beieinander, ein erfreuliches Ergebnis.
Die nur sehr unvollst�ndige experimentelle Parametrisierung
des Y2O3 gibt sich erneut durch einen gr�ßere Abweichung

Abbildung 16. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete W�rmekapazit�-
ten von BaO (oben), CuO (Mitte) und Y2O3 (unten) als Funktion der
Temperatur bei konstantem Druck (durchgezogene Linie) im Vergleich
zu aus thermochemischen Datenbanken entnommenen Werten (gestri-
chelt).
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von der Theorie zu erkennen, f�llt aber weniger deutlich als
zuvor aus.

Wir schließen diesen Abschnitt mit einigen numerischen
�berlegungen. Bekanntlich kann man bei einer beliebigen
Temperatur aus der Zustandsgleichung direkt den isothermen
Bulkmodul, BT, sowie das Gleichgewichtsvolumen, VT, er-
halten. Zus�tzlich darf man erwarten, daß der Bulkmodul mit
steigender Temperatur abnimmt, eben weil jede Substanz mit
zunehmender thermischer Energie allm�hlich erweicht. Auf
der anderen Seite nimmt das Volumen bei gleichbleibendem
Druck mit zunehmender Temperatur gleichfalls zu, und aus
der Steigung l�ßt sich dann leicht der auf das Volumen be-
zogene Expansionskoeffizient entnehmen. Hier ein einfaches
Beispiel:

Der Literaturwert[110] des adiabatischen Bulkmoduls BS

liegt f�r Bariumoxid bei Raumtemperatur um die 61� 7 GPa,
sein Temperaturgradient @BS/@T bei �7� 4 MPaK�1. Die
Umrechnung des aus Ab-initio-Rechnungen zug�nglichen
isothermen Bulkmoduls BT in den adiabatischen erfolgt �ber
das Verh�ltnis der W�rmekapazit�ten Cp und CV nach

BS ¼
Cp

CV
BT ð29Þ

Die aus elektronentheoretischen Rechnungen erhaltenen
Werte liegen bei BS = 65.1� 0.1 GPa und @BS/@T=�7.9�
0.6 MPaK�1, so daß die Abweichung sogar kleiner als die
einfache (!) Standardabweichung der experimentellen Werte
ausf�llt. Dies ist ein außerordentlich ermutigender Befund,
der es uns erlaubt, deutlich kompliziertere Anwendungen mit
der Theorie anzugehen.

6. L�sung verschiedener festk�rper- und material-
chemischer Probleme

„Verba docent, exempla trahunt.“ („Worte belehren, Beispiele
reißen mit.“)

6.1. Perowskitmembranen

Zur großtechnischen Produktion von reinem Sauerstoff,
einem technisch außerordentlich wichtigen Prozeß, wird
heutzutage immer noch das ber�hmte Linde-Verfahren ver-
wendet, das aus dem Anf�ngerunterricht bekannt ist. Mitt-
lerweile werden aber sogenannte Membranverfahren f�r den
alternativen Einsatz beim Kraftwerksprozeß („Oxyfuel“)
heiß diskutiert.[111] Dazu setzt man auf die Entwicklung neuer
Festk�rpermembranen, die eine 100-prozentige Selektivit�t
gegen�ber Sauerstoff haben sollen, so daß der reine Sauer-
stoff anschließend zur vollst�ndigen („reinen“) Verbrennung
von fossilen Brennstoffen verwendet werden kann. Schluß-
endlich erh�lt man als einziges Abfallprodukt reines Koh-
lendioxid, das in kondensierter Form unterirdisch – und zwar
bis ans Ende aller Tage, so zumindest der fromme Wunsch –
gespeichert werden muß.

Ein feste Verbindung mit vergleichsweise hoher Sauer-
stoffpermeabilit�t ist durch die perowskit�hnliche Substanz
Ba0.5Sr0.5Co0.8Fe0.2O3�d gegeben, die außerhalb der Chemie
mit der sehr unchemischen und auch unsch�nen Abk�rzung
„BSCF5582“ firmiert, doch wollen wir diese Abk�rzung zur
h�heren Ehre der Ingenieure beibehalten. W�hrend sich die
gew�hnliche ABO3-Perowskitstruktur aus nur f�nf Atomen
aufbaut, erfordert die Zusammensetzung BSCF5582
zwangsl�ufig die Vervielfachung der primitiven Elementar-
zelle zu einer Superzelle, und zwar in unserem Fall einer
Verdoppelung in alle Raumrichtungen entsprechend; dies ist
in Abbildung 18 gezeigt. Wir haben mit dieser Superzelle
bewußt eine geringf�gige – doch tolerierbare – �nderung der
Zusammensetzung im Sinne eines leicht anderen Kationen-
untergitters (Co/Fe, siehe n�chste Seite) in Kauf genommen,
um sofort kostbare Rechenzeit einzusparen, die bekanntlich
mindestens mit der dritten Potenz der Systemgr�ße skaliert.
Um auch Sauerstoffdurchl�ssigkeit zu gew�hrleisten, m�ssen
in BSCF5582 ausreichend Sauerstoffleerstellen vorhanden
sein, und wir entfernen zun�chst ein einzelnes Sauerstoffatom
aus der Superzelle und gelangen zu der Zusammensetzung
Ba0.5Sr0.5Co0.875Fe0.125O2.875. Nun erweisen „statische“ DFT-
Rechnungen bereits, daß die Sauerstoffleerstelle bevorzugt in
der N�he der Cobaltatome liegt; anders ausgedr�ckt h�lt sich
das Sauerstoffatom gern in der N�he von Eisenatomen auf.
Diese Beobachtung findet ihre zwanglose Entsprechung in
den unterschiedlichen Sauerstoffaffinit�ten beider Elemente,
denn die freie Bildungsenthalpie des Oxids MO bei 1600 8C
ist f�r Eisen erheblich gr�ßer (DGf =�147 kJmol�1) als f�r
Cobalt (�101 kJmol�1).[112]

Um nun eine quantenchemische Aussage �ber den Sau-
erstofffluß durch eine Membran des BSCF5582 zu treffen,
berechnen wir die Aktivierungsenergie f�r die Wanderung
eines einzelnen Sauerstoffatoms durch den Kristall, in unse-
rem Fall mit Hilfe der NEB-Methode. Das wandernde Sau-

Abbildung 17. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete Entropien von
BaO (oben), CuO (Mitte) und Y2O3 (unten) als Funktion der Tempera-
tur (durchgezogene Linie) im Vergleich zu aus thermochemischen Da-
tenbanken entnommenen Werten (gestrichelt).
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erstoffatom versp�rt im Anfangs- und Endzustand wegen des
Perowskitmotivs eine quasioktaedrische (4+2) Koordination
durch die Kationen. Im Verlauf der Sprungbewegung muß es
eine Dreiecksfl�che passieren, die von zwei benachbarten
Oktaedern aufgespannt wird. Die Anfangs- und Endposition
des Sauerstoffatoms ist in Abbildung 19 dargestellt. Um er-
heblich Rechenzeit einzusparen, werden w�hrend der NEB-
Optimierung des Sprungpfades nur die Ortspositionen des
wandernden Sauerstoffatoms und der direkt benachbarten
Atome aus der Dreiecksfl�che freigegeben. Die Energiepro-
file f�r zwei bestimmte NEB-Rechnungen, die sich in der
Zusammensetzung der Dreiecksfl�che unterscheiden, sind in
Abbildung 20 pr�sentiert. Eine Sattelpunktkonfiguration
wird von einem Sr-, einem Ba- und einem Co-Atom gebildet,

daher DSrBaCo genannt, in der anderen ist das Co- gegen ein Fe-
Atom ausgetauscht (DSrBaFe). Der Verlauf beider Kurven kann
auf der Basis effektiver Koordinationszahlen (KZeff) nach
Brunner und Schwarzenbach[113] nachvollzogen werden, denn

in Abbildung 20 weist der Zwischenschritt mit der geringsten
KZeff auch zugleich die h�chste Energie auf. Der Vergleich
beider Energiebarrieren zeigt ebenso, daß die Barriere bei
Anwesenheit von Co ein wenig gr�ßer ist (rund 0.6 eV) als f�r
Fe (rund 0.4 eV). Die uns aus der makroskopischen freien
MO-Bildungsenthalpie bekannte h�here Affinit�t des O zum
Fe macht sich hier insofern bemerkbar, daß die Konfiguration
Fe-O-Co (Zwischenschritt 1) energetisch um rund 0.1 eV
tiefer liegt als die Konfiguration Co-O-Co (Zwischenschritt
9).

Im Zusammenhang mit Abbildung 20 haben wir einen
zus�tzlichen rechentechnischen Kunstgriff unterschlagen,
ohne den beide Kurven noch je ein massives (und ganz un-
physikalisches) Maximum bei Zwischenschritt 8 aufweisen
w�rden; es ist in beiden Kurven zumindest andeutungsweise
zu erkennen. Bei der Auslenkung eines einzelnen Atoms
m�ssen nat�rlich auch s�mtliche Gitterparameter bzw. das
Volumen der Elementarzelle elektronentheoretisch nach-
konvergiert werden, ansonsten entsteht ein unphysikalischer
strukturinterner Druck oder Zug, der sich ernsthaft in der
Gr�ße der Energiebarrieren bemerkbar macht. Ohne eine
manuell durchgef�hrte Nachjustage der Metrik der Elemen-
tarzelle fallen diese erheblich h�her (mindestens 1.3 eV) aus
und weichen dann stark vom Experiment ab. Aus Durchl�s-
sigkeitsmessungen wurden jedoch Aktivierungsenergien um
die 0.5 eVentnommen,[114] in sehr guter �bereinstimmung mit
unseren Werten. Die geringe Differenz (ca. 0.1 eV) zwischen
Ab-initio-Rechnung und experimentellen Meßwerten ist
auch deshalb recht verbl�ffend, weil man nicht grunds�tzlich
davon ausgehen kann, daß in Theorie und Experiment �hn-
liche Sauerstoffleerstellenkonzentrationen bestehen. Diese
sind theoretisch wegen der prinzipiellen Kenntnis der Simu-
lationszelle exakt bekannt, im Experiment aber oftmals nur

Abbildung 18. Perspektivische Darstellung einer Superzelle der gen�-
herten Zusammensetzung Ba0.5Sr0.5Co0.8Fe0.2O3�d („BSCF5582“), die
durch Verdoppelung der kleinen perowskitischen Elementarzelle in alle
drei Raumrichtungen entstanden ist; Fe rot, Co violett, O blau, Sr
weiß, Ba gelb.

Abbildung 19. Sauerstoffh�pfprozeß aus einem O-besetzten Oktaeder
(links) in eine freie benachbarte Leerstelle (rechts) des „BSCF5582“; Fe
rot, Co violett, O blau, Sr weiß, Ba gelb. Das O-Atom wird zun�chst
von einem Fe- und einem Co-Atom koordiniert (Fe-O-Co), nach dem
Sprung durch zwei Co-Atome (Co-O-Co).

Abbildung 20. Aktivierungsenergien des Sauerstoffh�pfprozesses f�r
zwei unterschiedliche Sattelpunktkonfigurationen, DSrBaCo and DSrBaFe,
berechnet auf der Basis der NEB-Methode; siehe auch Text.
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gen�hert. Bekannterweise ist es nicht trivial, die exakte Sau-
erstoffzusammensetzung des realen Materials zu bestimmen,
und viele Transportmessungen werden unter der Annahme
get�tigt, die urspr�nglich gew�nschte Zusammensetzung
w�re auch die pr�parativ erzielte. Offensichtlich ist die Gr�ße
der Aktivierungsenergie von BSCF5582 aber eine „gutartige“
Eigenschaft.

6.2. Silberbis(propinyl)argentat(I)

Aus der explorativen Festk�rperchemie kennt man be-
reits seit langer Zeit Verbindungen der �bergangsmetalle, die
Alkinylreste enthalten und die f�r ihre thermische Instabilit�t
bekannt oder sogar ber�chtigt sind; manche dieser Substan-
zen k�nnen sich schlagartig zersetzen und explodieren. In
diesem Abschnitt wollen wir uns auf das eher harmlose Silber-
bis(propinyl)argentat(I) konzentrieren, das aus einwertigen
Silberkationen und komplexen Anionen der Zusammenset-
zung [Ag(C3H3)2]

� besteht. Bereits vor fast 50 Jahren ist es
Nast und Mitarbeitern erstmalig gelungen, solch komplexe
Anionen im Rahmen ihrer Arbeiten �ber Silberacetyli-
de[115,116] in reiner Form herzustellen. Die Charakterisierung
der Substanz erfolgte in Ermangelung von Einkristallen
anhand einer Elementaranalyse und dem charakteristischen
chemischen Verhalten. Auch heute ist noch kein gangbarer
Weg bekannt, um zu Einkristallen zu gelangen, so daß man
auf die Strukturl�sung auf der Basis von Pulverdaten und
anschließender Rietveld-Verfeinerung angewiesen ist. Wegen
der sehr großen Unterschiede in der Streukraft der Atome
kommt man aber selbst bei Einsatz von intensiver Synchro-
tronstrahlung und hochaufgel�sten Beugungsdiagrammen an
die prinzipiellen Grenzen des Verfahrens, denn stark unter-
schiedliche Strukturmodelle – im Sinne der lokalen Ag-Ko-
ordination f�r die zentrale Baueinheit [Ag(C3H3)2]

� – unter-
scheiden sich bez�glich der G�tefaktoren nicht signifikant
genug voneinander,[117] um eine zuverl�ssige Strukturaufkl�-
rung zu gew�hrleisten.

Zur Verdeutlichung der Strukturmotive zeigen wir in
Abbildung 21 einen Ausschnitt aus der letztendlich be-
stimmten richtigen Kristallstruktur, die unter Einsatz von
hochaufgel�ster R�ntgendiffraktion, Infrarotspektroskopie
und voraussetzungsfrei berechneten Schwingungsspektren
(unser Beitrag) erzielt wurde. Genau bei dieser Art von
Substanzen kann n�mlich die IR-Spektroskopie gewichtige
R�ckschl�sse �ber die Anordnung des organischen Restes im
Kristall liefern, und zwar deshalb, weil das Vorliegen von
Einfach-, Doppel- oder Dreifachbindungen sowie, besonders
wichtig, die Bindung des Propinylrestes an das Silber �ber die
Zuordnung bzw. die Verschiebung der Banden im IR-Spek-
trum gekl�rt werden kann. Die IR-Spektroskopie hilft also
tats�chlich der R�ntgenbeugung auf die Spr�nge, eine f�r
Festk�rperchemiker ungewohnte Einsicht.

Allerdings ist die Zuordnung der Schwingungsbanden im
ausgedehnten Feststoff nicht immer eindeutig, einfach weil –
im Gegensatz zur organischen Molek�lchemie – die not-
wendigen Vergleichssubstanzen schlicht fehlen. Auf der Basis
quantenchemischer Rechnungen am Feststoff l�ßt sich aber
das IR-Spektrum der Substanz zwanglos simulieren. Hierzu

greift man wiederum auf die Berechnung der kollektiven
Gitterschwingungen zur�ck, die unter Zuhilfenahme von
ebenen Wellen, PAW-Pseudopotentialen und der GGA zu-
g�nglich ist. Man kann zeigen, daß die Phononenzustands-
dichte (pDOS) direkt mit dem experimentellen Schwin-
gungsspektrum verkn�pft ist; wie bereits erl�utert, spiegelt
die pDOS in Analogie zur elektronischen Zustandsdichte die
Zahl der Schwingungszust�nde in Abh�ngigkeit von der
Energie oder Frequenz wider. Gleichfalls l�ßt sich die Zahl
der Schwingungszust�nde als Funktion der Wellenzahl auf-
tragen, um den direkten Vergleich mit experimentellen
Schwingungsspektren zu erm�glichen, und dies ist in Abbil-
dung 22 am Beispiel des Silberbis(propinyl)argentat(I) dar-
gestellt.[118] Exakt wie im experimentellen Spektrum kann
man in der pDOS die einzelnen Schwingungsbanden genau
zuordnen, und zwar entweder durch Betrachtung der
schwingenden Atome auf dem Computerbildschirm oder
durch Ausgabe der atomprojizierten pDOS. So ist das IR-
Signal bei einer Wellenzahl von etwa 2100 cm�1 sch�n als
typische Valenzschwingung einer C�C-Dreifachbindung mit
geringf�gig erniedrigter Elektronendichte (wegen der „side-
on“-Koordination des Ag an das p-System) charakterisiert.

Abbildung 21. Perspektivische Darstellung eines Strukturausschnitts
von Silberbis(propinyl)argentat(I) mit linearer Koordination (d = 2.0 �)
des Silbers (blau) durch Kohlenstoff (grau) im komplexen Anion
[Ag(C3H3)2]

� . Ein weiteres Silberatom (gr�n) bindet tetraedrisch
(d = 2.5 �) „side-on“ an die Propinylbaueinheit.

Abbildung 22. Voraussetzungsfrei berechnete phononische Zustands-
dichte (unten) von festem Silberbis(propinyl)argentat(I) und Vergleich
mit einem experimentellen IR-Spektrum (oben) der Substanz.
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Andererseits findet man z. B. die Bande der C-H-Deforma-
tionsschwingungen typischerweise bei einer Wellenzahl von
etwa 1400 cm�1,[119] so auch in unserem Falle. Sofern also nicht
nur die internen Qualit�tskriterien der r�ntgenographischen
Strukturbestimmung sinnvoll ausfallen, sondern auch die
theoretisch vorhergesagten Schwingungseigenschaften der
Verbindung auf der Basis ebendieser Kristallstruktur mit dem
Experiment komplett �bereinstimmen, ist auch die Kristall-
struktur letztendlich verifiziert.[117]

6.3. Zinnpest

Kaum eine andere Temperaturpolymorphie fester Stoffe
d�rfte �fter in Lehrb�chern der Strukturchemie[120, 121] be-
handelt werden als der �bergang von weißem zu grauem
Zinn. Schon im Anf�ngerunterricht erf�hrt man, daß das
Hauptgruppenmetall Sn beim Unterschreiten der Temperatur
von 13.2 8C eine Umwandlung von der recht dichten b-Mo-
difikation (1 = 7.29 gcm�3) in die diamantartige, halbmetal-
lische und erheblich lockerere a-Modifikation (1 =

5.77 gcm�3) erf�hrt, und dabei erniedrigt sich die Koordina-
tionszahl von 4+2 (d = 3.02 und 3.18 �) auf 4 (d = 2.81 �).
Wegen des enormen Dichteunterschieds kommt es gegebe-
nenfalls zu katastrophalem Materialversagen; der Begriff
„Zinnpest“ spricht f�r sich selbst.

In Abbildung 23 stellen wir die Ergebnisse einer her-
k�mmlichen elektronentheoretischen Rechnung zun�chst
noch ohne Einbeziehung endlicher Temperaturen vor. Die
Auftragung der relativen Enthalpie am absoluten Tempera-
turnullpunkt gegen den Druck erweist sofort die Stabilit�t der
weniger dichten a-Phase, und zwar um ca. 3.7 kJ mol�1. Erst

bei einem theoretisch vorhergesagten Umwandlungsdruck
von rund 0.7 GPa sollte sich a-Sn in die metastabile, aber
dichtere b-Modifikation umwandeln, denn jenseits dieses
Druckes hat jene die niedrigere Enthalpie (gestrichelt).
Dieser Wert paßt sehr gut zum experimentellen Transfor-
mationsdruck von ca. 1 GPa[122] und auch zu fr�heren unab-
h�ngigen Rechnungen, die 0.9 GPa voraussagten.[123]

Die Berechnung der relativen Gibbs-Energien bei endli-
chen Temperaturen ist heute, ein paar Jahre sp�ter, auf der
Basis von Superzellen f�r die Phononenspektren beider Mo-

difikationen relativ leicht durchzuf�hren, wenn man nur
ebene Wellen, Pseudopotentiale und die generalisierte Gra-
dientenn�herung einsetzt. F�r a-Sn wurde dabei eine 4 	 4 	
4-fache, f�r b-Sn eine 4 	 5 	 4-fache Superzelle verwendet, so
daß dieser erste Schritt die Rechnungen ganz erheblich (siehe
Abschnitt 4.1) verlangsamt.[124] Legt man anschließend die
absolute Gibbs-Energie des diamantartigen Zinns als Refe-
renzwert (Basislinie) zu null, so ergibt sich das in Abbil-
dung 24 gezeigte Diagramm relativer G-Funktionen, die tat-
s�chlich erneut die a-Modifikation als die bei tiefen Tempe-
raturen stabilere Phase erweist. Die voraussetzungsfrei be-
rechnete �bergangstemperatur liegt nur um etwa 90 K h�her

als der experimentelle Wert (Kreuz), was einem energeti-
schen Fehler von weniger als 8 meV oder 0.8 kJ mol�1 ent-
spricht; eine solche Pr�zision f�r Festk�rperrechnungen w�re
vor kurzem noch glatt undenkbar gewesen, ließe sich aber
durch Hinzunahme anharmonischer Effekte eventuell noch
ein wenig steigern.

Auf der anderen Seite d�rfen wir bei der experimentellen
Umwandlungstemperatur die W�rmet�nung direkt verglei-
chen. Der experimentelle Wert liegt bei rund 2 kJmol�1,[125]

wohingegen der theoretische Wert f�r DH300K etwa
3.6 kJmol�1 betr�gt, was ebenfalls f�r eine beeindruckende
gegenseitige Best�tigung von Experiment und Theorie steht.
Ganz offensichtlich kann die voraussetzungsfreie quanten-
mechanische Berechnung fast schon mit dem Experiment
konkurrieren, obschon der CPU-Verbrauch einer thermo-
chemischen Rechnung f�r das strukturell relativ einfache a-
Sn, verglichen mit einer einzelnen Bandstrukturrechnung,
einen zeitlichen Mehraufwand von zwei bis drei Gr�ßenord-
nungen mit sich bringt, je nach System und Fragestellung. In
der Praxis bedeutet dies, daß die Berechnung der Enthalpie-
Druck-Kurve heute praktisch kein Problem mehr darstellt,
und die erheblich aufwendigere G-Temperatur-Kurve wird
am besten auf einem Rechencluster durchgef�hrt, so daß sie
im Falle des Zinns innerhalb einer Woche abgeschlossen ist,
auf einem Supercomputer sogar innerhalb nur eines Tages.
Gr�ßere und kompliziertere Systeme ben�tigen einen ent-
sprechenden Mehraufwand. Dies ist vermutlich schneller als
die Messung, die zun�chst die saubere Pr�paration des ex-
perimentellen Objekts, die Kalibrierung der Meßapparatur
und vieles mehr voraussetzt.

Abbildung 23. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete relative Enthal-
pien von a-Sn (durchgezogene Linie) und b-Sn (gestrichelt) als Funkti-
on des Druckes ohne Einbeziehung der Temperatur.

Abbildung 24. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete relative Gibbs-
Energien von a-Sn (durchgezogene Linie) und b-Sn (gestrichelt) als
Funktion der Temperatur; die experimentell bekannte �bergangstem-
peratur (Kreuz) ist zum Vergleich eingetragen.
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6.4. Oxidnitride

Den gr�ßten Anteil an allen bin�ren Feststoffverbindun-
gen tragen die unz�hligen Oxide bei, neben denen eine um
mindestens zwei Gr�ßenordnungen kleinere Anzahl von Ni-
triden existiert. Erst innerhalb der letzten zwei Jahrzehnte hat
sich aber das Interesse den Oxidnitriden zugewandt,[126,127]

weil sich deren Eigenschaften so hervorragend durch das
O:N-Verh�ltnis steuern lassen. Aus diesem Grund bieten sich
diese Phasen f�r maßgeschneiderte Pigmente,[128] f�r Di-
elektrika[129] und auch f�r die Katalyse[130, 131] geradezu an.

Der Archetyp aller Oxidnitride ist zweifelsohne das
TaON, dessen thermodynamisch stabile b-Modifikation[132,133]

durch eine siebenfache Ta-Koordination mit perfekt ausge-
ordnetem O/N-Untergitter[134] ausgezeichnet ist und das sich
in quantenchemischen Rechnungen als bindungstheoretisch
perfekt ausgeglichen erweist,[135] im Gegensatz zu einer tat-
s�chlich nicht existierenden a-Modifikation und gleichfalls
denkbaren Hochdruckphasen.[136] Zus�tzlich gibt es erst seit
ganz kurzer Zeit eine aufregend neuartige metastabile Mo-
difikation (g-TaON), in der das Ta-Atom verzerrt oktaedrisch
von O- und N-Atomen umgeben ist.[137] Abbildung 25 zeigt
beide Modifikationen, aus der der deutlich offenere Cha-
rakter des g-TaON klar zutage tritt.

Bereits bei der Entdeckung von g-TaON legten Elektro-
nenstrukturrechnungen auf der Basis komplement�rer Ver-
fahren (Hartree-Fock bzw. DFT; lokale Orbitale bzw. ebene

Wellen) den metastabilen Charakter der Phase nahe, im
Einklang mit dem Experiment.[137] Systematische theoretische
Untersuchungen zeigten schließlich,[138] daß g-TaON energe-
tisch um ca. 20 kJmol�1 oberhalb der stabilen Modifikation
positioniert ist und sich daher spontan in diese umwandeln
muß. Den gleichen Schluß lassen nun voraussetzungsfrei be-
rechnete Phononenspektren beider Phasen des TaON zu, die
in Abbildung 26 vorgestellt werden. Diese weisen allein f�r

die g-Modifikation imagin�re Wellenzahlen auf, die aus na-
heliegenden Gr�nden meist und auch hier negativ dargestellt
werden. Aus der Physik ist der Begriff der sogenannten
„weichen Moden“ (soft modes) bekannt, deren Frequenzen
bei Ann�herung an eine Phasentransformation auf null ab-
sinken.[139] Im vorliegenden Fall sind die Frequenzen sogar
imagin�r, ein klarer Hinweis auf spontanen (obschon in
Wirklichkeit unmerklich langsamen) Zerfall. Die Verbindung
ist inh�rent instabil, und die Festk�rperrechnung unter Be-
r�cksichtigung der kollektiven Schwingungszust�nde weist es
sofort nach.

Da g-TaON leider noch nicht phasenrein synthetisiert
werden kann, wird das angestrebte Temperatur-Druck-Pha-
sendiagramm besser voraussetzungsfrei berechnet als expe-
rimentell vermessen. Es ist in Abbildung 27 gezeigt und stellt
die neue Phase relativ zur Normalphase dar. Bei einer be-
liebigen Temperatur muß eine Druckerh�hung f�r g-TaON
immer zu der dichteren Phase b-TaON f�hren, ganz analog
zum Fall des Zinns. In guter �bereinstimmung mit der Druck-
Koordinationszahl-Regel erh�ht sich die Koordinationszahl
f�r Ta von sechs in g-TaON auf sieben in b-TaON. Schließlich
f�llt der Bulkmodul von g-TaON auch um 35 % niedriger aus,
eben weil die Struktur so viele „L�cher“ enth�lt.

Die explizite Temperaturabh�ngigkeit der Rechnungen
zeigt aber zus�tzlich, daß eine Temperatur von etwa 570 K zu
einer deutlichen Destabilisierung von b-TaON f�hren muß
und es dem g-TaON dann gleichstellt. Die Gleichgewichts-

Abbildung 25. Perspektivische Darstellung der Kristallstruktur des b-
TaON (oben) und des g-TaON (unten); Ta rot, O blau, N gr�n. W�h-
rend in der b-Modifikation das Ta-Atom siebenfach umgeben ist, liegt
in der weniger dichten g-Modifikation eine verzerrt oktaedrische Ta-Ko-
ordination vor.

Abbildung 26. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete phononische
Zustandsdichten zweier Modifikationen von Tantaloxidnitrid; b-TaON
links, g-TaON rechts. Die imagin�ren Moden beim g-TaON sind nega-
tiv dargestellt.
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phasenlinie zwischen beiden Modikationen verl�uft praktisch
linear und trennt somit die stabile Hochdruckphase (oben
links) von der metastabilen offenen Phase (unten rechts). Nur
die voraussetzungsfreie Berechnung erlaubt die Erstellung
eines solchen Gleichgewichtsdiagramms, und zwar ohne jeg-
liche thermochemische Messung. Diese w�re f�r b-TaON sehr
wohl durchf�hrbar, aber das nur in geringen Ausbeuten an-
fallende g-TaON ist chronisch mit anderen Phasen verunrei-
nigt und bis zum heutigen Tag nicht sauber pr�parierbar – und
deshalb auch nicht zuverl�ssig zu vermessen.

6.5. Supraleitende Cuprate

Vor rund zwanzig Jahren wurde mit der Entdeckung der
Hochtemperatursupraleitung bei Oxocupraten eines der fas-
zinierendesten Gebiete der Festk�rperchemie bzw. -physik
und auch der Materialwissenschaften aufgetan.[140] Die ver-
mutlich bekannteste Verbindung dieser Stoffgruppe d�rfte
das Yttrium-Barium-Cuprat YBa2Cu3O7�x oder kurz „Y123“
sein,[141] eben weil diese Phase mit einer Sprungtemperatur
von etwa 93 K (f�r x = 0) zum erstenmal den supraleitenden
Einsatz unter K�hlung mit fl�ssigem Stickstoff (Siedepunkt:
77 K) erlaubte. Zum gegenw�rtigen Zeitpunkt ist noch immer
keine theoretisch schl�ssige, geschweige denn allseitig ak-
zeptierte Beschreibung dieser speziellen Form von Supralei-
tung ersichtlich,[142] vermutlich weil die hohe chemische
Komplexit�t der Verbindungen[143] unser Verst�ndnis glatt
�bersteigt, so daß die Vorhersage von Zusammensetzungen
neuer Supraleiter bislang v�llig ausgeschlossen scheint.

Abbildung 28 zeigt einen Einblick in die Kristallstruktur
der orthorhombischen Phase YBa2Cu3O6.5 mit TC� 60 K, die
zweidimensionale CuO2-Schichten parallel ab mit zweiwerti-
gem Cu und eindimensional-alternierende CuO3- und CuO2-
Ketten entlang b mit drei- und einwertigem Cu aufweist;[144]

genau diese Ketten dienen als Ladungsreservoir f�r die su-
praleitenden Schichten.[145] Ungl�cklicherweise existiert noch
eine tetragonale Modifikation dieser Zusammensetzung, in
der also die Ausordnung der Ketten entlang b verloren geht,
und diese experimentell zu vermeidende Phase zeigt keinerlei
supraleitende Eigenschaften. Aus diesem Grund spielen
thermodynamische �berlegungen bei der großtechnischen
Herstellung von Supraleitern, etwa mittels naßchemischer

Abscheidung auf texturierten Metallb�ndern, eine �beraus
wichtige Rolle.[146] Allerdings erweisen sich die thermoche-
mischen Datenbanken wieder einmal als recht l�ckenhaft.

Durch voraussetzungsfreie Rechnungen oberhalb der
Sprungtemperatur sind wir nun jedoch in der Lage, die Ph�-
nomene neu zu beleuchten, und zwar zugegebenermaßen
unter Inkaufnahme gewisser theoretischer N�herungen, daf�r
unter Ausschluß jeglicher thermochemisch-experimenteller
Fehler bzw. vertrackter kinetischer Probleme bei solch kom-
plizierten Systemen. Abbildung 29 zeigt ein berechnetes
(Gibbs-Energie)-Temperatur-Diagramm f�r den besagten
Phasen�bergang zwischen orthorhombischem und tetrago-
nalem YBa2Cu3O6.5, das allein auf quantenmechanischen
Prinzipien beruht. Zus�tzlich wurde der Einfluß der Konfi-
gurationsentropie, also die Verteilung der O-Atome auf die
eindimensionalen Ketten betreffend, mit einbezogen. Nat�r-
lich erwartet man intuitiv f�r die tetragonale Phase eine
h�here Stabilit�t bei h�herer Temperatur, denn dort ist die
Ausordnung der O-Atome in den Ketten nicht mehr auf-
rechtzuerhalten, und diese Erwartung wird erf�llt. Der be-
rechnete �bergang zwischen beiden Phasen liegt bei ca.
775 K und ist mit dem experimentell beschriebenen (rund
800 K) zu vergleichen; der letztere scheint recht ungenau zu
sein, zumal experimentelle Schwierigkeiten (Kinetik!) die
Bestimmung erschweren. Zus�tzlich erlaubt die theoretische
Kenntnis der G-Differenzen �ber den gesamten Tempera-

Abbildung 27. Dichtefunktionaltheoretisch berechnetes Druck-Tempera-
tur-Phasendiagramm f�r b-TaON (Grundzustand) und die metastabile
Phase g-TaON.

Abbildung 28. Perspektivische Darstellung der Kristallstruktur des or-
thorhombischen YBa2Cu3O6.5; Y gold, Ba gr�n, Cu rot, O blau. Die Su-
praleitung geschieht in den zweidimensionalen CuO2-Schichten in der
ab-Ebene, wohingegen die eindimensionalen CuO3- und CuO2-Ketten
als elektronisches Reservoir f�r die Schichten dienen; siehe auch Text.
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turbereich, das Verteilungsgleichgewicht zwischen ortho-
rhombischer und tetragonaler Phase nun f�r eine beliebige
Temperatur quantitativ anzugeben.

Aber selbst wenn es um grundlegende thermochemische
Angaben wie beispielsweise die Gibbs-Energie der Bildung
von orthorhombischem YBa2Cu3O6.5 geht, l�ßt sich die St�rke
der Theorie schon jetzt eindrucksvoll belegen. Beispielsweise
wurde die freie Reaktionsenthalpie dieser und verwandter
Phasen aufs sorgf�ltigste vermessen, und der k�rzliche
IUPAC-Bericht[147] enth�lt f�r diese Verbindung eine empi-
rische Gibbs-Funktion mit insgesamt 16 (!) Parametern, die
an insgesamt 3300 (!) Datenpunkte aus 240 (!) unterschied-
lichsten, kunstvoll durchgef�hrten Experimenten angepaßt
wurden, nat�rlich nach einer vorherigen (subjektiven?)
Einsch�tzung der G�te all dieser Datenpunkte und Messun-
gen. Das Ergebnis ist in Abbildung 30 gezeigt, n�mlich die
oben erw�hnte freie Bildungsenthalpie von orthorhombi-
schem YBa2Cu3O6.5 (durchgezogene Kurve). Zugleich sind
die oberen und unteren Genauigkeitsschranken (gepunktet)
f�r eine Verl�ßlichkeit von 99% eingetragen, und diese
fallen, vermutlich aufgrund experimenteller Schwierigkeiten
oder sich widersprechender Daten, erstaunlich weit aus. Wie
genau ist also der experimentell bestimmte Wert f�r DGR

wirklich?
Anstatt neu zu pr�parieren und zus�tzliche experimen-

telle Daten zu sammeln, k�nnen wir vielmehr die freie Re-
aktionsenthalpie voraussetzungsfrei berechnen, und zwar

unter elektronentheoretischer Ber�cksichtigung s�mtlicher
im nachfolgenden Gleichgewicht befindlicher Phasen; im
vorliegenden Fall sind dies allein die bin�ren Oxide Y2O3,
BaO und CuO in ihren stabilen Modifikationen. Die zu be-
rechnende Reaktion lautet also

1=2 Y2O3(s) + 2BaO(s) + 3 CuO(s) Ð YBa2Cu3O6.5(s).

Der theoretische Aufwand ist enorm, aber er muß nur
einmal in voller Breite vollzogen werden. In unserer re-
chentechnischen Praxis (d.h. mit einer Kombination aus
Rechencluster und Supercomputer) war er mit Rechenzeiten
von einer Woche pro Edukt und von einem Monat f�r die
Phase YBa2Cu3O6.5 selbst verkn�pft. Die sich letztendlich
ergebende theoretische Gibbs-Funktion (freie Reaktions-
energie bzw. freie Bildungsenergie) ist ebenso in Abbil-
dung 30 eingetragen (gestrichelt), und sie verl�uft relativ
nahe am experimentellen Mittelwert. Die Tendenz von Ex-
periment und Theorie ist also ziemlich �hnlich, aber welche
der beiden die h�here Zuverl�ssigkeit aufweist, wird die
Zukunft zeigen. Wir halten unsere G-Funktion im
schlimmsten Fall f�r genauer als � 10 kJ mol�1, und zwar �ber
den ganzen abgebildeten Temperaturbereich.

7. Ausblick

Die vorangegangenen Ausf�hrungen zeigen nach unse-
rem Daf�rhalten recht eindrucksvoll, daß eine vorausset-
zungsfreie und in der Regel zugleich numerisch zuverl�ssige
Berechnung von thermochemischen Materialeigenschaften
schon jetzt gelingt, sofern sie auf elektronentheoretischen
Grundlagen beruht und gitterdynamische Wechselwirkungen
einschließt. Wir halten damit fest, daß sich die Theorie f�r
eine strukturell gut charakterisierte Substanz als ein �ußerst
ernstzunehmender Konkurrent zum Experiment erweist, und
wir sagen zugleich voraus, daß diese erfreuliche Entwicklung
die Bedeutung thermochemischer Ans�tze in der t�glichen
Forschung erh�hen wird. Nat�rlich f�llt es erheblich leichter,
eine gerade noch unbekannte, jetzt aber kristallographisch
charakterisierte Phase noch einmal sauber nachzupr�parie-
ren, sobald man ihre thermochemischen Eigenschaften allein
aus der Kristallstruktur – und nur auf dieser fußt die Elek-
tronenstruktur – berechnen kann. Die Synthetiker werden
bald enorm von der Theorie profitieren.

Auf der anderen Seite sind die derzeit existierenden bzw.
zuk�nftig zu l�senden Probleme ganz klar. Die theoretischen
Fallstricke k�nnen zum einen in der Ab-initio-Theorie der
Elektronenzust�nde selbst liegen, zum anderen in der Be-
handlung der atomaren Anregung, ob nun lokal oder kol-
lektiv (Phonon). Was die letztgenannten Anregungen anbe-
langt, so ist das real existierende interatomare Potential be-
kanntlich immer anharmonisch, und die gew�hnlich gut
funktionierende quasiharmonische N�herung bricht bei
Temperaturen nahe dem Schmelzpunkt letztendlich zusam-
men. Selbstverst�ndlich ließe sich die Anharmonizit�t der
Gitterschwingungen mittels voraussetzungsfreier molekular-
dynamischer Methoden[148] praktisch exakt einbeziehen, al-
lerdings w�re der f�r die gew�nschte Genauigkeit ben�tigte

Abbildung 29. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete relative Gibbs-
Energien f�r die tetragonale und orthorhombische Modifikation des
YBa2Cu3O6.5 ; der Phasen�bergang wird bei einer Temperatur von etwa
775 K vorhergesagt.

Abbildung 30. Dichtefunktionaltheoretisch berechnete (gestrichelt)
freie Bildungsenthalpie DGR der orthorhombischen Modifikation des
YBa2Cu3O6.5 im Vergleich zum experimentellen Literaturwert (durchge-
zogen); die oberen und unteren Genauigkeitsgrenzen dieses Wertes
sind ebenso eingezeichnet (gepunktet).
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Rechenaufwand gigantisch groß. Der alternative und k�rzlich
f�r das Beispiel Aluminium erstmals vorgestellte Versuch, die
thermodynamischen Potentiale inklusive der Anharmonizit�t
und auch der Fehlstellenbildung (!) allein aufgrund von
dichtefunktionaltheoretischen Methoden zu erschließen,[149]

ist erfolgreich und macht zur Verringerung des Rechenauf-
wandes die Einf�hrung einer Langevin-Dynamik erforder-
lich. Allerdings fallen die thermodynamischen Korrekturen
jenseits der quasiharmonischen N�herung, wie nicht anders
zu erwarten, winzig klein aus; ob sich der riesige Aufwand
also lohnt, bleibt von Fall zu Fall zu sehen. F�r itinerant
magnetische Stoffe, wie die sehr zahlreichen Heusler-Legie-
rungen,[150] wurde gleichfalls k�rzlich gezeigt, wie kollektive
magnetische Anregungen unter Hinzunahme empirischer
Informationen – die Dichtefunktionaltheorie ist f�r die vor-
aussetzungsfreie Vorhersage der Curie-Temperaturen leider
nicht genau genug[151] – in die freie Energie mit einbezogen
werden k�nnen;[152] erneut handelt es sich dabei um �ußerst
kleine Korrekturbeitr�ge. Die Herausforderungen sind groß,
wir halten sie aber wegen der (sehr) kleinen Fehler f�r un-
kritisch.

Bedauerlicherweise zeigt aber die fast durchweg zugrun-
deliegende Dichtefunktionaltheorie selbst f�r manche Fest-
stoffe erhebliche Schw�chen, die sich beispielsweise in der
energetisch falschen Absch�tzung von Mehrfachbindun-
gen,[153] der notorischen Unzuverl�ssigkeit f�r schwache
Wechselwirkungen (z. B. Van-der-Waals-Bindungen)[154] und
ganz allgemein in den zahlreichen Problemen „korrelierter“
Elektronenzust�nde �ußern,[155] wie man sie besonders h�ufig
f�r d- und f-Metalle findet. Zwar sind f�r die letzteren se-
miempirisch angehauchte Korrekturverfahren (mit einem
effektiven Hubbard-Parameter, bspw. GGA + U) gang und
g�be,[156, 157] doch sind auch Systeme bekannt, f�r die keine
Ad-hoc-Verfahren zur einfachen DFT-Korrektur bereitste-
hen.[158] An dieser Stelle �ffnet sich in der Tat ein weites Feld
f�r die wellenfunktionenbasierte Quantenchemie fester
Stoffe, um eben auch molekular aufgebaute Kristalle in
thermochemischer Hinsicht quantitativ richtig zu beschrei-
ben. Dies d�rfte insbesondere dann gelten, wenn die peri-
odische Wellenfunktion aus streng lokalisierten Gruppen-
funktionen zusammengesetzt wird, die als quantenchemisches
Spiegelbild der chemischen Struktur fungieren.[159, 160]

Selbst wenn f�r die Elektronentheorie aber keine revo-
lution�re Verbesserung zu erwarten sein sollte, sagen wir
wegen der weiterhin anwachsenden Rechenkapazit�ten und
der jetzt schon erreichten Genauigkeit die folgenden Ent-
wicklungen voraus: Innerhalb der n�chsten paar Jahre wird
man routinem�ßig dazu �bergehen, G-Funktionen und auch
Druck-Temperatur-Diagramme guter Genauigkeit berechnen
zu wollen, einfach weil dies unser Wissen �ber neuartige
Verbindungen und Materialien enorm steigert und die
Rechnung schon jetzt schneller als das Experiment sein
d�rfte; mit der Kenntnis von G l�ßt es sich stets zielgerich-
teter synthetisieren. Sofern es gelingen wird, klassisch-ther-
mochemische Ans�tze (z. B. Untergittermodelle[11] und �hn-
liche Kniffe) noch st�rker mit der Ab-initio-Theorie zu ver-
kn�pfen, spricht nichts gegen die Erstellung von mehrdi-
mensionalen G-Funktionen, die nicht nur von der Tempera-
tur, sondern auch direkt von der chemischen

Zusammensetzung und anderen Parametern abh�ngen. Wir
sind davon �berzeugt, in etwa einem Jahrzehnt mit Compu-
terhilfe den mehrdimensionalen G-Raum auf der Suche nach
neuen Stoffen rational durchschreiten zu k�nnen. Schließlich
werden die Verfahren so leistungsstark sein, daß sie sich
jenseits dieses Zeitraums auch hochkomplexen industriell
relevanten Fragestellungen (z. B. Schlacken und andere Ge-
menge) zuwenden k�nnen, doch bleibt selbst f�r die Grund-
lagen vieles zu tun. Man weiß, daß manche geowissenschaft-
lichen Fragen (so unter anderem Prozesse in der Erdkruste
und des Erdmantels) nur unter Zuhilfenahme der Theorie zu
l�sen sind,[161] eben in einer konzertierten Gemeinschaftsan-
strengung von Thermochemie, Quantenchemie, Festk�rper-
physik und Festk�rperchemie.

Appendix A: Rechenmethode

Die quantenchemischen Rechnungen wurden vorwiegend
mit dem auf ebenen Wellen basierenden VASP-Paket[82]

durchgef�hrt. Austausch und Korrelation wurden in aller
Regel durch das GGA-Funktional nach Perdew, Burke und
Ernzerhof (PBE) ber�cksichtigt,[96] in Einzelf�llen mit dem
LDA-Funktional nach Ceperly und Alder.[162] Die Separie-
rung von Rumpf- und Valenzelektronen erfolgte mit Hilfe der
„projector augmented wave“(PAW)-Methode.[80] Die Steue-
rung aller elektronentheoretischen Prozeduren geschah mit
einem Allzweckwerkzeug,[163] die Berechnungen der Phono-
nen dagegen mit Hilfe des Programms FROPHO,[164,165]

wobei die zur Berechnung der Kraftkonstanten ben�tigen
Kr�fte ebenfalls aus VASP erhalten wurden. Die anschlie-
ßende Umrechnung der elektronentheoretischen Energieda-
ten in thermochemische Potentiale und ihre Einf�gung bzw.
Anpassung in thermochemische Datenbanken nebst ihrer
numerischen und graphischen Aufarbeitung geschah mit
einem Satz maßgeschneiderter Skriptprogramme.[166] Die
perspektivischen Strukturdarstellungen wurden mit dem
Programm Balls & Sticks[167] erzeugt.

Appendix B: Mathematischer Anhang

Dynamische Matrix

Die Dynamische Matrix D vertafelt alle im System vor-
kommenden Kr�fte in kompakter Form und ergibt sich als
Fourier-Transformierte der Kraftkonstantenmatrix entspre-
chend der Gleichung

DabðkÞ ¼
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

mm0
p

X
Fabeik r0�r½ � ð30Þ

Anschließend setzt man die S�kulardeterminante zu null

Dab kð Þ � d
ab

dkk0w
2 kð Þ

���
��� ¼ 0 ð31Þ

und als L�sungen ergeben sich in einem Schritt alle gesuchten
Phononenfrequenzen w.
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Zustandssumme und Phononenenergie

Die freie Phononenenergie Aph verl�uft proportional zur
absoluten Temperatur und zum nat�rlichen Logarithmus der
Zustandssumme, also entsprechend

Aph ¼ �kB T lnZ ð32Þ

Zur Berechnung der Zustandssumme ist es erforderlich,
�ber alle temperaturabh�ngigen harmonischen Phononen-
energien zu summieren:

Z ¼
X

j

e�Eph;j=kBT
ð33Þ

Vereinfachte Zustandsgleichung

Die aus dem Hookeschen Gesetz abgeleitete Zustands-
gleichung nach Murnaghan beschreibt die Energie-Volumen-
Funktion eines Festk�rpers in vereinfachter Form entspre-
chend

E Vð Þ ¼ E V0ð Þ þ
B0V
B00

V0=Vð ÞB00
B00 � 1

þ 1

" #
� B0V0

B00 � 1
ð34Þ

wobei V0 das Volumen bei E0 und B0 der Bulkmodul im
Grundzustand sind; B00 ist die dimensionslose Ableitung von
B(V) an V0.

Erg�nzung bei der Druckfahne

W�hrend der Druckfassung sind wir auf die k�rzlich er-
schienene Arbeit von De Souza und Martin gestoßen,[168] in
der f�r das verwandte perowskitische System LaGaO3 kraft-
feldbasierte Rechnungen zur Aktivierungsenergie der Sau-
erstoffbeweglichkeiten durchgef�hrt wurden. Die unabh�n-
gigen Ergebnisse passen gut zu unseren �berlegungen (Ab-
schnitt 6.1) zur chemischen Zusammensetzung der Drei-
ecksfl�che beim Sauerstoffsprung und betonen dar�ber
hinaus den perkolativen Charakter des makroskopischen
Sauerstofftransports; deswegen ist die tats�chliche O-Leer-
stellenkonzentration f�r die Gr�ße der Aktivierungsbarriere
nur wenig ausschlaggebend.

Wir danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft, dem
Bundesministerium f�r Forschung und Technologie, der
Helmholtz-Allianz „MEM-BRAIN“ sowie dem Bundeswirt-
schaftsministerium f�r die finanzielle F�rderung unserer Ar-
beiten, Professor Klaus Hack (Gesellschaft f�r Technische
Thermochemie und -physik, Herzogenrath) und Professor
Andrei Tchougr�eff (Lomonossow-Universit�t Moskau) f�r
hilfreiche Anmerkungen sowie den Rechenzentren der RWTH
Aachen, des Forschungszentrums J�lich und der Technischen
Universit�t Stuttgart f�r die großz�gig �berlassene Rechenzeit.
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